
Mn(R) 的可逆子空间问题简介
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1 引言

我们整篇文章的出发点是下面的问题。

问题 1.1: 设 Mn(R) 是由所有 n 阶实方阵构成的 R 上的 n2 维线性空间。求出所有满足下面

条件的子空间 V ⊂ Mn(R)：V − {O} ⊂ GLn(R)。

方便起见，我们把符合上述条件的 V 称为Mn(R)的可逆子空间。我们的核心参考为 [1]及
其相关索引。

2 初探索

我们通过简单的试错和特例，发现了以下这些基础事实。

定理 2.1: (1)Mn(R) 的所有 1 维可逆子空间为 L(M) = {rM | r ∈ R}, |M | 6= 0,M ∈ Mn(R)。
(2) 若 n 为奇数，则 Mn(R) 只有 1 维可逆子空间。
(3)Mn(C) 只有 1 维可逆子空间。

证明. (1) 显然 1 维子空间均由 M ∈ Mn(R) 生成，且当 |M | 6= 0 时是可逆子空间，当 |M | = 0

时不是可逆子空间，从而得证。

(2) 设 V ⊂ Mn(R) 是 k ≥ 2 维可逆子空间，则存在一组基 {A1, A2, ..., Ak}, |Ai| 6= 0，且有

∀λ ∈ R, |λA1 +A2| 6= 0。但是，我们又有

|λA1 +A2| = |A1||λIn − (−A−1
1 A2)|
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其中 f(λ) = |λIn − (−A−1
1 A2)| 是 −A−1

1 A2 的特征多项式且次数为奇数，故必存在一个实根

λ0 ∈ R, f(λ0) = 0

从而有 |λ0A1 +A2| = 0，矛盾。

(3) 借助代数基本定理，同 (2) 证明即可。

实际上，借助线性空间的基本定理可知，同一域上的同维数线性空间都是互相同构的。于

是我们有一个基本的想法，对于同一维数的子空间，我们先找到一个实例，再通过线性变换来

生成其它的子空间，从而就能找到同一维数下的所有线性子空间。

例如，考虑 1 维子空间，首先是基础子空间 L(In) = {rIn | r ∈ R}，此时对任意一个矩阵
M ∈ GLn(R)，定义线性变换

TM : Mn(R) → Mn(R), A 7→ MA

则TM (L(In)),M ∈ GLn(R) 给出了我们需要的所有一维可逆子空间。
类似的方法可以运用到更高维数情形吗？我们的畏惧点在于所有线性同构变换来自 n2 阶

矩阵 Mn2(R)，为了排除它，我们先给出下面的定义。

定义 2.1: 设 U1, U2 ⊂ Mn(R) 是两个同维可逆子空间，如果存在线性变换

TM : Mn(R) → Mn(R), A 7→ MA,M ∈ GLn(R)

使得 TM (U1) = U2，我们就称 U1 和 U2 是同类的，并记 U1 ∼ U2。

接着我们来说明同类可逆子空间构成一个等价关系

定理 2.2: 可逆子空间的同类 ∼ 构成一个等价关系。

证明. (1) 对任意可逆子空间 U，取 M = In 即可得自反性。

(2) 由于线性变换 TM (U1) = U2 是可逆的，因此有 TM−1(U2) = U1，从而可得对称性。

(3) 对于 TM1
(U1) = U2, TM2

(U2) = U3，显然有 TM2M1
(U1) = U3，从而可得传递性。

我们记 Mn(R) 的所有 k 维可逆子空间构成的集合为 GLn,k(R)，我们的下一阶段目标是求
出等价类的个数 |GLn,k(R)/ ∼ |，一个显然的结果是

|GLn,1(R)/ ∼ | = 1

当然在求解之前，我们必需得考虑其是否为一个有限值。我们来考虑最特殊的情形，即

M2(R) 的二维子空间簇

Vr = L(I2, Ar), A =

(
0 −1

r 0

)
, r > 0

显然 Vr 两两互不同类，它们的公共一维子空间为 kIn，接着考虑二次多项式

|λI2 +A| = 0 ⇔ λ2 + r = 0
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显然它没有实根，从而是可逆子空间，进而导致 |GL2,1(R)/ ∼ | = +∞。实现 Vr 之间互相

转化的变换是 (i, j) 位置的因子放缩，其对应的 n2 阶矩阵是对角矩阵，并且满足除 ((i− 1)n+

j, (i− 1)n+ j) 位置为放缩因子外其它位置均为 1。但是，如果我们将此类变换引入的话，会导
致可逆矩阵变成不可逆矩阵 (

1 2

2 2

)
1
2−→

(
1 2

1 2

)
因此我们不能依靠线性变换来分类同维数的可逆子空间。所以我们转而思考下一个问题，

Mn(R) 可以存在哪些维数的可逆子空间，这时我们注意到，如果我们有一个 k 维的可逆子空

间，那么它的所有子空间都是可逆的，从而 Mn(R)就可以存在所有 1 ≤ i ≤ k 维的可逆子空间，

因此我们真正的问题是。

问题 2.3: Mn(R) 的可逆子空间的最大维数是多少？

3 问题转化

显然我们继续考察使 |r1A1 + ... + rkAk| 6= 0 成立的最大的 k 已经毫无办法了，或许我

们应该从矩阵作为线性变换的角度来考虑这个问题。考虑 Rn 的一组基 {v1, ..., vn}，如果 A =

r1A1 + ...+ rkAk 使得

{Av1, ..., Avn}

也是一组基的话，那么自然就有 |A| 6= 0，反之亦然。为了将系数给带出来，我们转换观点

(r1A1 + ...+ rkAk)v ⇔ r1(A1v) + ...+ rk(Akv)

即视 Aiv 为一种有待线性组合的对象，故我们将

vM : Rn → Rn, v 7→ Mv, |M | 6= 0

称为 Rn 上的一个向量场。如果 k 个向量场 {vM1
, ..., vMk

} 满足

∀v ∈ Rn, {vM1
(v), ..., vMk

(v)}线性无关

则称这 k 个向量场线性无关。那么 Mn(R) 的 k 维可逆子空间和 Rn 的 k 个线性无关向量

场是否能产生对应呢？答案是否定的，当 v = 0 时，无论哪种情况 {vM1
(v), ..., vMk

(v)} 都是线
性相关的，这意味着 Rn 最多只有一个线性无关向量场，但由前面的讨论可知 M2(R) 有 2 维可
逆子空间，所以我们必需要消除零向量的影响。

这意味着，我们需要寻找 Rn 中不包含零的子图形，对于子图形 V ⊂ Rn, 0 /∈ V，我们的第

一个问题是如何定义 V 上的向量场 v : V → Rn？如果有困难的话，又有哪些子图形能比较好

地定义向量场，更重要的是我们需要这个向量场能回应我们的问题。我们不如先考虑一些简单

的情形，令
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V = Sn−1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn |
n∑

i=1

x2
i = 1}

为单位球面，并定义向量场为

vM : Sn−1 → Rn, x 7→ Mx, |M | 6= 0

我们先来看正向推导，设一个 k 维可逆子空间的基为 {A1, ..., Ak}，其基本性质为

a1A1 + ...+ akAk = O ⇔ ai = 0

考察向量场的线性无关性，对任意的 v ∈ Rn 有等式

a1(A1v) + ...+ ak(Akv) = 0 ⇔ (a1A1 + ...+ akAk)x = 0

如果 a1A1 + ...+ akAk 6= O，那么必有 |a1A1 + ...+ akAk| 6= 0，从而方程只有零解 x = 0，

与假设矛盾，从而 a1A1 + ...+ akAk = O，即 ai = 0，所以正向推导没有问题。我们来看看反

向情况如何，设 k 个向量场为 {vA1
, ..., vAk

}，其满足对任意的 v ∈ Sn−1 有

a1(A1v) + ...+ ak(Akv) = 0 ⇔ ai = 0

考察矩阵的线性无关性，考虑等式

a1A1 + ...+ akAk = O

我们只需任意作用一个向量 x ∈ Sn−1，即有

(a1A1 + ...+ akAk)x = 0 ⇔ a1(A1x) + ...+ ak(Akx) = 0

从而 ai = 0。不过还没有结束，我们必需得保证 |a1A1 + ...+ akAk| 6= 0，此时我们发现

(a1A1 + ...+ akAk)x = 0

只有零解，与 x ∈ Sn−1 矛盾了，也就是说反向转化失败了。不过，由“可逆子空间导出

线性无关向量场”，我们也得到了一个意识，当前定义的向量场太大了，需要加以限制来缩小范

围，我们的问题出现在最后一步，为了保证 x 有非零解，a1A1 + ...+ akAk 必需要降秩，由于

Sn−1 中的向量两两互不相关，所以我们考虑让 r(a1v1 + ... + akvk) = n − 1，且其一维解空间

的方向正好对应作用的向量 x，即定义向量场为

vM : Sn−1 → Rn, x 7→ PxMx, |M | 6= 0

其中的 Px 为投影矩阵，其将 Mx 中与 x 同向的成分给消除，即将 Mx 投影到以 x 为法

向的平面上，此时对任意 x ∈ Sn−1 有 x 与 vM (x) 垂直，即

vM (v) · v = 0
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同样我们需要考虑两个方向，注意到此时

(a1(PxA1x) + ...+ ak(PxAkx)) · x = 0

是恒成立的，无法引起线性无关的传递，我们需要进行一个小小的变形，即有

a1In + a2A
−1
1 A2...+ akA

−1
1 Ak = O ⇔ ai = 0, 1 ≤ i ≤ k

考虑 k − 1 个向量场

vi : S
n−1 → Rn, x 7→ PxA

−1
1 Aix, 2 ≤ i ≤ k

对任意的 v ∈ Rn 有等式

a2(PvA
−1
1 A2v) + ...+ ak(PvA

−1
1 Akv) = 0 ⇔ (a2PvA

−1
1 A2 + ...+ akPvA

−1
1 Ak)v = 0

同时加上 a1v 可得

(a1In + a2PvA
−1
1 A2 + ...+ akPvA

−1
1 Ak)v = a1v

因此 v 是矩阵 −Pv(a2A
−1
1 A2+ ...+akA

−1
1 Ak)的特征向量，进一步可知 v 是 −(a2A

−1
1 A2+

...+ akA
−1
1 Ak) 的特征向量，从而存在特征值 a1 使得

|a1In + a2A
−1
1 A2 + ...+ akA

−1
1 Ak| = 0

这意味着 a1In + a2A
−1
1 A2 + ...+ akA

−1
1 Ak = O，即 ai = 0, 2 ≤ i ≤ k。接着我们考虑反方

向，设有 k − 1 个线性无关向量场

vBi
: Sn−1 → Rn, x 7→ PxBi, 2 ≤ i ≤ k

其满足对任意的 v ∈ Rn 有等式

a2(PvB2v) + ...+ ak(PvBkv) = 0 ⇔ ai = 0, 2 ≤ i ≤ k

我们选取 In 和 Bi 一起来张成子空间 Vk = L(In, B2, ..., Bk)，如果有

a1In + a2B2 + ...+ akBk = O

任意作用一个向量 x ∈ Sn−1 可得

(a1In + a2B2 + ...+ akBk)x = 0 ⇔ −(a2B2 + ...+ akBk)x = a1x

因此 x 是 −(a2B2 + ...+ akBk) 的特征向量，作用 Px 矩阵 (注意 Pxx = 0) 即可得

−Px(a2B2 + ...+ akBk)x = 0 ⇔ a2(PvB2v) + ...+ ak(PvBkv) = 0
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从而 ak = 0, 2 ≤ i ≤ k，进而 a1 = 0，这意味着 Vk 确实是 k 维子空间，最后考察可逆性。

此时对任意实数 ai，我们需要考察

(a1In + a2B2 + ...+ akBk)x = 0

的解空间。从条件可知 (其唯一解空间由 x 张成)

n− 1 = r(Px(a2B2 + ...+ akBk))

由于球面 Sn−1 占据了所有的方向，因此任意非零 x ∈ Rn 均有

(a1In + a2B2 + ...+ akBk)x 6= 0

从而 |a1In + a2B2 + ...+ akBk| 6= 0，即 Vk 是 k 维可逆子空间。总结一下，即有下面的定

理。

定理 3.1: Mn(R) 有一个 k 维可逆子空间，当且仅当，Sn−1 有 k − 1 个线性无关的向量场。

4 结论

我们的向量场

vM : Sn−1 → Rn, x 7→ PxMx, |M | 6= 0

似乎跟常规的切向量场不太一样

v : Sn−1 → Rn, x 7→ v(x), v(x) · x = 0

实际上，如果后者赋予连续且处处非零的条件以后，是可以推到前者的，也就是说，我们

所定义的向量场和微分流形中定义的连续且处处非零的切向量场是等价的。

1. 当 k = 1 时，Sn−1 显然有 k − 1 = 0 个线性无关的向量场，也就是说任意 1 维可逆子空
间都是存在的。

2. 当 n = 2k + 1 为奇数时，S(2k+1)−1 = S2k 显然没有连续且处处非零的切向量场，因此

Mn(R) 只能有 1 维可逆子空间。

3. 如果 Sn−1 有 k 个线性无关的向量场，自然就有 t < k 个线性无关的向量场，也就是说我

们的核心目标是求出 Sn−1 中线性无关向量场的最大个数。

定理 4.1 (Hurwitz, Radon, Eckmann, Adams): 球面 Sn−1 的线性无关向量场的最大个数为

ρ(n)− 1。

上面的 ρ(n) 是 Hurwitz-Radon 数，定义如下

n = 24b+c(2k + 1), 0 ≤ c < 4
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ρ(n) = 8b+ 2c

我们注意到引起最大值改变的只有 n 中 2 的幂 v = 4b+ c，从而对应的取值表为

v 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 · · ·
ρ(n) 1 2 4 8 9 10 12 16 17 18 20 24 · · ·

当然想要证明上面这个定理的话，十分的复杂，所以我也不可能再继续探究它的严格证明了，

不过我们可以就这些现象引出一些有趣的东西。我们发现 ρ(n) ≤ n，而且当且仅当 n = 1, 2, 4, 8

时取等号，其正好对应了下面的几个事实

1. Hurwitz’s theorem：欧式 Hurwitz 代数只有 R(实数)、C(复数)、H(四元数)、O(八元
数) 四种。

2. Hopf fibration：球面 Sn−1 中，只有 S0, S1, S3, S7 可以被 Hopf 纤维化。1

好了，就讲这些吧。想要更加深入探究的话，你只需装备好微分几何的知识，看下面这些

资料就足够了，至于最开始的线性代数题目，似乎单纯只靠线性代数是不能解决的。
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5 番外

虽然我们在前面确实讨论了一大堆有的没的东西，但似乎没有一点实质性的玩意，给人一

种十分空虚的感觉，因此为了充实这篇文章，我就依着线性代数的主题讲一点思想性的东西吧。

在我的上一个视频中，我详细地探究了 ε− δ 语言的用法，我十分想要强调的是“用”这个字，

要知道对于大部分非数学系的学生，ε− δ 语言是学完即扔的东西，简单来说就是，你以后需要

的只是 ε − δ 语言所证明出的上级结论，而不需要 ε − δ 语言自身。但如果你是数学系的学生，

且在后续还需研究实变函数、微分方程等深入分析课程时，你就会发现仅凭上级结论是无法进

行足够证明的，最终还是得回归 ε− δ 语言，如果你不能获得一种 ε− δ 语言上的代数直观的话，

那么对于很多后续课程的证明，你理解起来就会变得十分困难。我们想强调的是综合性的方法，

即 ε− δ 语言与上级结论的有机结合，其往往代表了证明的两个方面“繁琐度和证明能力”，上

级结论可以有效地减低证明繁琐度，但在证明能力上作为定义的 ε− δ 语言是远超上级结论的。

类似的情况也可以放到线性代数的讨论上来，矩阵和行列式其自身定义了自身的基础性，同

样地我们也可以得到很多的上级结论，有时还能将其上升为“线性变换”或“双线性函数”的

高度，但我还需有这样一种观点，这些都属于一种性质的约简，单纯靠上级结论确实已经可以

得到很多东西了，但我们依旧不应该抛弃一些基本性的东西，因为它们至少比上级结论更“万

能”一些。我向来不喜欢说空话，还是拿一道实例比较有说服力。

这是白皮书2中一道让我印象很深的题目。目前我没看到，自己也没想到能仅通过“公认上

级结论3”完成证明的方法。在矩阵的元运算中，最麻烦的无非就两个：乘法和行列式 (或者与
其它运算复合)

乘法：(aij)m×p(bij)p×n = (

p∑
k=1

aikbkj)m×n

行列式：(aij)n×n =
∑

(k1,...,kn)∈Sn

(−1)N(k1,...,kn)

n∏
i=1

akii

行列式

我们先来讨论大家一开始所接触的行列式4。和 (
∑

) 积 (
∏

) 符号的性质，在中学就应该很
熟了，所以我们主要来讨论其中的另一成分置换群 Sn 的性质。Sn ⊂ {1, 2, ..., n}n 总共有 n! 个

元素，其元素为将 {1, 2, ..., n} 无重复地填到 n 个位置所形成的数组5，比如 S3 的 3! = 6 个元

素为：

(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)

2谢启鸿，姚慕生. 高等代数（第四版）. 大学数学学习方法指导丛书. 复旦大学出版社.P120
3排除把这道题直接作为上级结论的情形
4行列式还有一种余子式展开定义法，但在探究元运算时并不好用
5读者需要注意此处 Sn 元素的写法与群论的不太一样，例如 (3, 1, 2) 在群论中的含义应该是 1 → 3, 2 → 1, 3 → 2，因此在群

论中写成 (1, 3, 2)
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对于任何一个 (k1, ..., kn)，我们定义它的逆序数为

N(k1, ..., kn) =
n∑

i=1

∑
j>i,kj<ki

1

也就是说我们统计每个 ki 后面有多少个小于它的数，然后加起来。通常我们无需关注逆序

数的具体值，而只考虑其奇偶性，从而考察其对 (−1) 的影响。为了体验元运算的魅力，在行列

式这部分，我们以 Laplace 定理来作为实例。

定理 5.1: 设 A 是 n 阶矩阵，则对任意 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n 有

|A| =
∑

1≤j1<...<jk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
Â

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)

对于这个定理的证明，你可以在任意一本教材或是网络上6找到，而我将阐述其中一种只通

过定义和代数变形完成证明的方法，上述定理中，对于 A = (aij) 的子式和余子式的定义如下

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
=

∑
(t1,...,tk)∈Sk

(−1)N(jt1 ,...,jtk )

k∏
s=1

aisjts

{i′1, ..., i′n−k} = {1, 2, ..., n} − {i1, ..., ik}, {j′1, ..., j′n−k} = {1, 2, ..., n} − {j1, ..., jk}

Â

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
= (−1)

k∑
s=1

(is + js) ∑
(t1,...,tn−k)∈Sn−k

(−1)
N(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)
n−k∏
s=1

ai′sj′ts

从形式上，我们就能看到极强的对称性，实际上几乎所有的教材都是如下的组合证法：(1)
说明右边项数等于左边：Ck

nk!(n − k)! = n!(2) 证明右边的每一项都属于左边 (3) 证明右边的
每一项互不相同。而我们可以将其写成一个代数变形的过程，对于

∑
(k1,...,kn)∈Sn

(−1)N(k1,...,kn)

我们将其拆成三步，首先任意选出 1 ≤ j1 < ... < jk ≤ n，然后 j1, ..., jk 部分置换得到

jt1 , ..., jtk , (t1, .., tk) ∈ Sk，j′1, ..., j
′
n−k 部分置换得到 j′t′1 , ..., j

′
t′n−k

, (t′1, .., t
′
n−k) ∈ Sn−k，它们合并

起来构成一个置换 (t1, .., tk, t
′
1, .., t

′
n−k) ∈ Sn，此时有

∑
(jt1 ,...,jtk ,j

′
t′1

,...,j′
t′
n−k

)∈Sn

(−1)
N(jt1 ,...,jtk ,j

′
t′1

,...,j′
t′
n−k

)

=
∑

1≤j1<...<jk≤n

∑
(jt1 ,...,jtk )

(t1,..,tk)∈Sk

∑
(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)

(t′1,..,t
′
n−k)∈Sn−k

(−1)
N(jt1 ,...,jtk )+N(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)
(−1)

k∑
s=1

js
(−1)±

1
2k(k+1)

6例如，https://www.zhihu.com/question/313725710
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由于 k(k+ 1) 必是偶数，因此最后一项有两种写法。我们上面实际是在打乱 j 指标，其最

终造成的影响为

|A|

=
∑

(k1,...,kn)∈Sn

(−1)N(k1,...,kn)

n∏
i=1

akii

=
∑

1≤j1<...<jk≤n

∑
(jt1 ,...,jtk )

(t1,..,tk)∈Sk

∑
(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)

(t′1,..,t
′
n−k)∈Sn−k

(−1)
N(jt1 ,...,jtk )+N(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)
(−1)

k∑
i=1

jk
(−1)

1
2k(k+1)

(−1)

k∑
s=1

is
(−1)−

1
2k(k+1)

k∏
s=1

aisjts

n−k∏
s=1

ai′sj′ts

=
∑

1≤j1<...<jk≤n

(
∑

(t1,...,tk)∈Sk

(−1)N(jt1 ,...,jtk )

k∏
s=1

aisjts )

((−1)

k∑
s=1

(is + js) ∑
(t1,...,tn−k)∈Sn−k

(−1)
N(j′

t′1
,...,j′

t′
n−k

)
n−k∏
s=1

ai′sj′ts )

=
∑

1≤j1<...<jk≤n

A

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)
Â

(
i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

)

想要熟练掌握这种大量和式的运算，主要是两步：一是等量拆分

∑
(i1,...,ik,i′1,...,i

′
n−k)∈Sn

=
∑

1≤i1<...<ik≤n

∑
(t1,...,tk)∈Sk

∑
(t′1,...,t

′
n−k)∈Sn−k

和式的乘法最后统计的个数也要相乘，因此个数等式为

n! = Ck
n · k! · (n− k)!

这正好是常规证明的第一步；二是和式交换和乘性交换

n∑
i=1

n∑
j=1

aij =
n∑

j=1

n∑
i=1

aij

n∑
i=1

n∑
j=1

aibj = (
n∑

i=1

ai)(
n∑

j=1

bj)

熟练理解其内涵，再建立一套整体带入和指标无关移动的思维，大量和式的运算就会变得

得心应手。而在证明 Laplace 定理的时候，我们实际也就是做了这两步：等量拆分和
∑
交换，

对于其中的积式
∏
我们是以整体的观点来看待的，其并未参与到交换的过程中。这时可能有人

会思考了，我们能否建立一套像相对论那样的 Einstein 求和约来简化书写呢
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aib
i =

n∑
i=1

aib
i

因为如果从求和约来看的话第二步的两个交换性质就是显然的，我们需要面对的问题无非

就是：无法使用上下指标来区分哑指标和自由指标，并且正负影响该如何融入的问题。这属于

笔者的一个探索目标，如果哪天有成果了就来分享给读者，现在的话大概还没有办法。

乘法

对于乘法情形我们就拿 Cauchy–Binet 公式来进行说明吧。

定理 5.2: 设 A 是 m× n 阶矩阵，B 是 n×m 阶矩阵，则有

(1) 当 m > n 时，|AB| = 0

(2) 当 m ≤ n 时

|AB| =
∑

1≤j1<...<jm≤n

A

(
1 2 · · · m

j1 j2 · · · jm

)
B

(
j1 j2 · · · jm

1 2 · · · m

)

子式情形其实就是一个简单观点转换和指标替换，所以就不讨论了。同样地，从教材和网

络7可以发现各式各样的证明，而我们则是仅从代数的角度来完成证明。

|AB| = |(
n∑

k=1

aikbkj)|

=
∑

(t1,...,tm)∈Sm

(−1)N(t1,...,tm)

m∏
i=1

n∑
k=1

atikbki

此时我们需要处理积和项
m∏
i=1

n∑
k=1

，其总共有 nm 项，从另一种角度上，我们可以看成 m 个

和式复合，乘项为 i 其控制 a 的前指标和 b 的后指标，最终可以求得 (读者自行验证)

m∏
i=1

n∑
k=1

atikbki

=
∑

(k1,...,km)∈{1,...,n}m

m∏
s=1

atsks
bkss

考察两边的项数会发现，其一般是不相等的

m! · nm 6= Cm
n ·m! ·m!

实际上，其项可能出现相同的情况而导致相消，其主要发生在 (k1, ..., km) 中可能存在的重

复指标，如果有一个 ki = kj，那么在对应的 atsks
中 ti 与 tj 的一个交换所产生的项是一样的，

但此时 N(t1, ..., tm) 会改变符号，从而使得这两项互相消除，这样互相消除以后，我们只需要

考虑 k1, ..., km 互不相同且配上一个对应置换 Sm 的情况了，即左边的和式为

7例如，https://www.zhihu.com/question/338686326
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|AB| =
∑

(t1,...,tm)∈Sm

∑
(d1,...,dm)∈Sm

∑
1≤k1<...<km≤n

(−1)N(t1,...,tm)

m∏
s=1

atskds
bkdss

如果 m > n，那么第三个和式选不出任何的 (k1, ..., km)，这意味着项已经全部互相抵消完

了，即 |AB| = 0；进一步考虑 m ≤ n，则左右已经项数相等了，于是可以计算

|AB|

=
∑

1≤j1<...<jm≤n

∑
(t1,...,tm)∈Sm

∑
(d1,...,dm)∈Sm

(−1)N(t1,...,tm)

m∏
s=1

atsjds

m∏
s=1

bjdss

=
∑

1≤j1<...<jm≤n

∑
(t1,...,tm)∈Sm

∑
(d1,...,dm)∈Sm

(−1)N(t1,...,tm)(−1)N(d1,...,dm)

m∏
s=1

asjts

m∏
s=1

bjdss

=
∑

1≤j1<...<jm≤n

(
∑

(t1,...,tm)∈Sm

(−1)N(t1,...,tm)

m∏
s=1

asjts )(
∑

(d1,...,dm)∈Sm

(−1)N(d1,...,dm)

m∏
s=1

bjdss)

=
∑

1≤j1<...<jm≤n

A

(
1 2 · · · m

j1 j2 · · · jm

)
B

(
j1 j2 · · · jm

1 2 · · · m

)

上面的第二个等式是对 aij 实行 t, d 指标对换，从而产生一个新的 (−1) 项。我们很容易发

现，由于 Cauchy–Binet 公式形式比 Laplace 定理形式更对称，所以证明过程也更好读懂一些。
最后我们稍微总结一下元计算基本思想，简单来讲就三步展化并

展 即将所有的和式往前移，积式往后移，在计算的结果上就相当于通过分配律来展开式子，

使得只有一些积项的和。

化 主要是使项数左右相等所做的和式变换，比如第一例的分拆 n! = Ck
n · k! · (n− k!)、和第二

例的相消 m! ·nm → Cm
n ·m! ·m!，有时其实还能遇到增项的情况 an = a1 +

n−1∑
i=1

(ai+1 − ai)，

只要多实践就能慢慢熟络起来。

并 就是在化的基础上直接合并成结论的样子，没什么好说的。

例题

最后我们来讨论最开始所给的题目吧。

例 5.1: 设 n 阶方阵 A = (aij) 和函数 f(A) =
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij。如果 n 阶可逆矩阵 P 满足

∀A ∈ Mn(R), f(PAP−1) = f(A)

则存在常数 c 6= 0 使得 P ′P = cIn。

由于 P 与 P−1 的关系比较复杂，所以我们不妨多引入一些未知数，即 P = (pij)和 P−1 =

(qij)，则有约束
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n∑
k=1

pikqkj = δij =

0 i 6= j

1 i = j

我们先来计算函数 f(PAP−1)− f(A)，从而有

f(PAP−1)− f(A)

=f((

n∑
l=1

n∑
k=1

pikaklqlj))− f(A)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

((
n∑

l=1

n∑
k=1

pikaklqlj)
2 − a2ij)

我们的目的是 P ′P = (
n∑

k=1

pkipkj) 的约束，则可以从任意中选取来达到目的，取 A = Est

f(PAP−1)− f(A) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(pisqtj)
2 − 1 = 0 ⇒

n∑
i=1

n∑
j=1

(pisqtj)
2 = 1

再取 A = Est + Ekl，则有

f(PAP−1)− f(A)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

(pisqtj + pikqlj)
2 − 2

=
n∑

i=1

n∑
j=1

(pisqtj)
2 + 2

n∑
i=1

n∑
j=1

pisqtjpikqlj +
n∑

i=1

n∑
j=1

(pikqlj)
2 − 2

=2
n∑

i=1

n∑
j=1

pisqtjpikqlj = 2
n∑

i=1

pispik

n∑
j=1

qtjqlj

⇒
n∑

i=1

pispik

n∑
j=1

qtjqlj = 0

上式意味着，
n∑

i=1

pispik 和

n∑
j=1

qtjqlj 中至少一个为零。令 t = l, s 6= k，由
n∑

i=1

n∑
j=1

(pisqtj)
2 = 1

可得
n∑

i=1

p2is

n∑
j=1

q2tj = 1，因此
n∑

j=1

qtjqlj 6= 0，从而
n∑

i=1

pispik = 0，并且进一步可知 s = k 时

n∑
i=1

pispik 6= 0，因此 P ′P 是对角矩阵。由于

1 =
n∑

i=1

p2is

n∑
j=1

q2sj ≥ (
n∑

i=1

pisqsi)
2 = 1

因此有 ∀1 ≤ i ≤ n, pis

qsi
= 1

c
，代入

n∑
k=1

pikqki = 1 可得

n∑
k=1

pikpik = c

从而有 P ′P = cIn，虽然和原题本质证法相同，但个人觉得过程清晰了很多。
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