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第一章 导言

十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一

章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十

分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请

任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关

紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地跳过。十分无关紧要的一章，请任意地

跳过。

大家好，我是逯晓零，一个隶属于万物联盟数学分部的底层人员，唯一的职责就是给各位顶级的大佬打黑

工，不过我也乐在其中，因为我实在太喜欢数学了，有关我们组织的信息以后再继续披露，但可以介绍一下我们

数学部的部长，就是下面的这位。

我写的前两篇文章朗兰兹纲领简介和代数分析几何简介都是在她的指导下完成的。部长最强大的地方并不

是数学能力，而是出众的学习理解能力，据说只有她不想学的，没有她学不会的，其实她的主业是历史分部的部

长，但她也十分关心我们数学分部，比如这次她指派我来完成数论现状的总结工作，而这也是这篇文章的由来

https://lixing48.gitee.io/download/LanglandsProgram.pdf
https://lixing48.gitee.io/download/AlgebraicAnalyticGeometry.pdf


了。

这是一次十分重要的工作，我可不能有丝毫懈怠，所以回到正题，有关部长的事可以入部了解。这次的文章

也会遵循我一贯的风格，在严谨给出定义定理前后关系的基础上，忽略定理的证明，你可能想知道为什么我会去

忽视证明呢？以我的个人观点来看，如果补上证明的话，我们的文章就不能称为简介了，而应该被称为教材了，

现代数学的教材本身就是比较无聊单调的，无非就是“定义-定理-证明”的循环往复，这是数学本身的特点，稍
微好些的教程会给例子，优秀的教程还能配合图形讲得绘声绘色，但是以我的个人能力可做不到这么多。稍微

想想就能明白，我在数学分部快 7年了，却还是底层部员，这就足以说明一切了。也不知道以前我有没有讲过，
就是该如何看待和学习数学，我就把部长的教诲来稍微传达一下吧。

首先，严谨地读透定义和定理，并试着以自己的语言表达出来。

其次，你认为定理理所当然且不想浪费时间时，可以跳过证明的阅读。

再者，你认为定理不可思议时，无论如何都要去阅读证明。

最后，无聊的时候，看看曾经被跳过的证明。

部长曾说，“通义明理，数之始也”。也就是说，把定义读通透，把定理搞明白，数学的学习才能开始，而

我的主要工作就是把这部分给完成，有人可能会觉得这太过于形式主义了，对的，这就是形式主义，我们部长

所推崇的是 Bourbaki学派的作风，将严谨作为数学的第一要务，我可以稍微透露一下部长目前在数学方面的课
题。主要是一个与计算机部共同研究的课题，在Coq和Lean之类工具的基础上研究能被广泛应用的数学证明辅助
工具，并尽可能地将已有的数学内容全部形式化为相应的证明代码。这种事情前途未卜，我也只能默默在后面

为她加油了，部长曾说我的工作对她的研究十分重要，所以我也不能辜负她的期待，该开始努力工作，进入正文

了。

注

万物联盟 [–认识与认识外的组织–]是求知大陆最大最权威的学术组织，主管核心学术期刊的索引目录，并
持有着求知大陆的最高学术期刊《点》(Dot)[月刊]和最大的实验室“昙”。组织本身为非盈利性组织，由各国基
金会赞助运行，每年举行一次“觅之会”，除了学术报告、学术交流等基本内容以外，备受瞩目的则是由此评选

出的“描思涂奖”，其主要面向以下几个领域：数学、物理、计算机、化工、生命、文学。万物联盟以自然求知

为主，社会求知为辅，其八大核心主部为：数学部、自然部、计算机部、工业部、生命部、历史部、哲学部、语

言部。在人员选择上的基本理念为“宁缺勿滥”，数学部的代理部长为历史部的部长：梅缇，其它各分部的部长

为，自然部：希迩睿、计算机部：橘梅忒、工业部：橘艾泊、生命部：忒珀洛菊、哲学部：空娜莱丝、语言部：

梵珂萱。组织的基本标语为“最难理解的东西是最贴近理解者的存在”，除主部以外，还有各种形式多样的依附

于某一主部的附属部，组织本身不具有实体而由各主部的根据地自发地联合而成。

《点》是万物联盟的核心主刊，每月发行一次，分八个板块，分别来自组织的八大主部，自然计算机工业生

命部各 4篇，数学部 2篇，历史哲学语言部各 1篇。另外，在每年期刊的尾部，会附上当前年份内的核心学术期
刊的索引目录，也被称为认证目录。

“昙”是万物联盟的实验室集群总称，它分别由自然部的“场”、计算机部的“脑”、工业部的“流”、生命部

的“胞”、历史部的“仓”共同构成，另外算力最强的计算机由数学部接管，以进行数学验证。在所有的实验室

中，“仓”最为特殊，其主要作用不是实验，而是留存，用于保存由其它实验室产出目前不需要却有收藏价值的

东西，有时会拿来做觅之会的礼品。

觅之会是万物联盟一年一度的大集会，由各主部轮流主持，通常举行于每年的夏季，持续 8天。除《点》以
外的在核心学术期刊索引目录中的作者将有机会在此次会议中做学术报告，此会议不设任何分会，因此在觅之

会上你将可以体会来自各种领域的学术成果，参加觅之会对于扩展眼界具有极大的帮助。

描思涂奖是求知大陆的最高学术奖项，属于荣誉奖项，不会带来实际的资金奖励，而是一块奖牌配上主部

的限量精良工业品。基本每年的工业礼品都包含了当前最前沿的技术，而且复刻难度极大，基本只能在万物联

盟的核心实验室中限量制作。1

1我在这里偷偷地告诉你，这章的目的只是为了凑够 100页这个好看的数字。

2

https://coq.inria.fr/
https://leanprover-community.github.io/


第二章 数的学科乃数学也

顾名思义，所谓数学就是研究“数”的科学，虽然这并不精确，但“数”在数学中具有无可撼动的地位，所

以在数论的开始，我们有必要介绍一下“数”都有哪些？而哪些又是我们所研究的“数”。

本章的前置知识为：抽象代数、数学分析、线性代数。

2.1 从自然数到有理数
克罗内克曾经说过“上帝创造了自然数，其余的数都是人造的。”其告诉了我们一个简单的事实，即只需要

完成自然数 N的公理，其余的数都可以定义出来。完全严格的自然数导出有两种方式，一是哥德尔在证明不完

备定理时，其条件所给的数论公理，二是从公理集合论的角度，通过空集嵌套来导出可数的有理数集，而它们的

核心思想其实都来自于众所周知的 Peano公理。

公理 2.1 (Peano公理)

♡

1. 0是自然数。
2. 每个自然数 𝑛的后继 𝑛+是自然数。

3. 0不是任何自然数的后继。
4. 不同自然数的后继不同，即 𝑛+ = 𝑚+ ⇒ 𝑛 = 𝑚。

5. 设 𝑃(𝑛)是一个关于自然数的命题。如果 𝑃(0)为真且 𝑃(𝑛)为真可以推出 𝑃(𝑛+)为真，则对任意的自
然数 𝑛有 𝑃(𝑛)为真。

有关它的讨论数不胜数，比如此时可以定义出具体的阿拉伯数字 1 = 0+, 2 = 1+, ...，可以定义出加法 𝑛 + 0 =

𝑛, 𝑛 + 𝑚+ = (𝑛 + 𝑚)+，可以定义出乘法 𝑛0 = 0, 𝑛𝑚+ = 𝑛𝑚 + 𝑛，我强推由陶哲轩写的这本书 [44]，其有不少观点都
值得我们好好说道一番。

比如自然数符号的无关紧要性，通常使用十进制的阿拉伯数字，即 {0, 1, 2, 3, ...}，还能使用罗马数字 {O,I,II,III,IV,...}，
还能使用二进制 {0, 1, 10, 11, 100, ...}等等，但无论如何 1 + 1 = 2是永远成立的，其关键在于你如何看待这个式
子，也就是我们之前提及的学习数学的第一步，搞清定义 (1是什么？2是什么？+是什么？)和定理 (1+1=2)的
含义，如果这两点都不明晰的话，证明就无从谈起了，1+1=2的标准含义是“0的后继加上 0的后继等于 0的后
继的后继”，而在常规的进位制下，就是上面所写的形式。虽然舆论和大众都喜欢议论一些模糊不清的东西，但

作为专业的数学学习者就不要去瞎掺和了，一笑而过就是最好的态度。

有了上述基础，要证明交换律、结合律、消去律、分配律等都是水到渠成的事，而且相关的书籍也非常多，

我想告诉你的是另一种与 Peano公理等价的表述，在 Peano公理中，我们给出了 0、自然数和后继三个性质概念，
然后引入了加法乘法并完成了性质的证明。在实际应用中，我们其实更关注的是自然数的运算，后继之流并非

什么重要概念，所以如果从运算性质来完成自然数的定义，自然会更好一些，也就是我们下面的公理。

公理 2.2 (自然数公理)

♡

自然数 N = {0, 1, 2, 3...}是具有下述性质的对象构成的整体
1. 有加法和乘法，并且满足结合律 ((𝑎+𝑏)+𝑐 = 𝑎+(𝑏+𝑐), (𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐))、交换律 (𝑎+𝑏 = 𝑏+𝑎, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎)、
分配律 (𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐)。

2. 存在 1是乘法的单位元，即满足 1𝑛 = 𝑛。
3. 乘法满足消去律且存在 0不满足，即 𝑎 ≠ 0, 𝑚𝑎 = 𝑛𝑎 ⇒ 𝑚 = 𝑛。

4. 对任意的 𝑚, 𝑛有且只有下面的三种情况：𝑚 = 𝑛、𝑚 + 𝑥 = 𝑛有唯一 𝑥、𝑛 + 𝑦 = 𝑚有唯一 𝑦。

5. 设 𝑃(𝑛)是一个关于自然数的命题。如果 𝑃(0)为真且 𝑃(𝑛)为真可以推出 𝑃(𝑛+)为真，则对任意的自
然数 𝑛有 𝑃(𝑛)为真。



2.2 实数

由 Peano公理推自然数公理没啥好说的，主要看怎么反过来，由第二和第三条给出了自然数中的两个特殊存
在，0和 1，通过第四条可以说明它们在自然数中唯一存在，因此可以定义 Peano公理中的后继为 𝑛+ = 𝑛+1，剩下
的就简单了，也没啥好说的。此时通过这个定义我们可以很容易地发现，自然数 N构成加法交换幺半群，N− {0}
构成乘法交换幺半群，那么我们自然就引出了扩充自然数的想法，也就是我们接下来的内容。

我们知道一个简单的事实，交换幺半群可以唯一完备化为交换群，这其实自由群构造中用到的事实，放到

这里我们应该考虑比较完整的加法交换幺半群 N，而不是乘法，其完备化的结果就是整数 Z中的加法交换群成

分。当然构造的过程并不是简单暴力地让 𝑛对应一个 −𝑛，而是下面这样。

定义 2.1 (整数)

♣
Z = N × N/∼, (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇔ 𝑎 + 𝑑 = 𝑏 + 𝑐

如果我们把上面的有序对 (𝑎, 𝑏) 写成 𝑎 − 𝑏 的话，你可能就能清晰地理解上面地概念了，比如各种负数 −𝑛
都可以视为 (0, 𝑛)或者 0− 𝑛。为什么非要这么定义呢？又是笛卡儿积，又是等价关系，这时可以回忆一下我在上
一篇文章 [45]的范畴论中讲的一件事，公理可以凭空造物，定义和构造则必需从已有进行选择，换句话说，我
们不能仅凭 𝑛就凭空造出 −𝑛，除非我们不是构造整数，而是直接在整数上构造公理，而这与我们最开始的理念
是相悖的，因此上面的这种定义才是普遍采用的方式。此时将乘法兼容过来，Z就已经是一个性质较为丰富的交

换整环了。

我们还知道一个简单的事实，交换整环可以唯一完备化为域，而做法与自然数扩充为整数是如出一辙的，区

别在于一个用的是加法，一个用的是乘法，具体写出来也是很简单的。

定义 2.2 (有理数)

♣
Q = {(𝑎, 𝑏) ∈ Z × Z : 𝑏 ≠ 0}/∼, (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐, 𝑑) ⇔ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐

实际将数对 (𝑎, 𝑏)写出来就是 𝑎
𝑏，有人可能会好奇像 𝑎 − 𝑏和 𝑎

𝑏 算不算凭空造物呢？在有前后文的基础上不

算。因为它们本质上一个数对，我们只是换了一种适合我们书写习惯的形式罢了，就和写“罗马数字 II、二进制
的 10、十进制的 2”都是一件事是同样的道理。

到有理数的构造是比较简单的，有时我们甚至可以直接拿“特征为零的素域”的定义式的内容来作为我们

的公理，一步到位地来到线性计算的顶点。我们注意到，到目前为止的两步扩充都有抽象代数提供的唯一性做

担保，这意味着在 Peano公理下，我们只能得到唯一有理数理论，而有理数代表了我们加法和乘法玩到极致的结
果，也就是说完全清晰计算已经到头来，而分析多样的近似计算才刚刚开始。

扩张链：N
交换幺半群的唯一扩充⇒ Z

交换整环的唯一扩充⇒ Q

2.2 实数
实数的构造就比较玄乎了，但我们还是要试着去阐明它。理解实数的关键是连续，如何在 Q上定义序，我

们就不重复了，一个显而易见的事实是，任意两个有理数 𝑎 < 𝑏之间一定存在一个有理数 𝑎 < 𝑎+𝑏
2 < 𝑏，另一个

事实是，有理数域具有封闭性，只靠所定义的常规运算，我们无论如何也是无法达到实数的领域内的。所以我

们必需以其它的方法计算出实数，其中的一种就是极限逼近了，这个思想来自我们常规我们对实数计算的习惯，

例如
√

2，我们的基本做法就是利用方程 𝑥2 = 2，然后不断一位一位地试出结果来，就像下面的过程。

1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, ...

认识实数时，我们需要时刻理解，它就是一个收敛序列，当然对于同一个实数，可能存在不同的收敛序列，

而其中的有理数序列是我们最为关注的。
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2.3 复数

定义 2.3 (有理数序列)

♣

(1)我们将映射 𝑓 : N − {0} → Q, 𝑛 ↦→ 𝑟𝑛 称为有理数序列，并简记为 {𝑟𝑛}。
(2)设 {𝑟𝑛}是有理数序列。如果存在有理数 𝑟 使得对任意的 𝜀 > 0都存在 𝑁 = 𝑁 (𝜀) 满足当 𝑛 > 𝑁 时都有

|𝑟𝑛 − 𝑟 | < 𝜀，则称 𝑟 是 {𝑟𝑛}的极限，记为 lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 𝑟。

(3)设 {𝑟𝑛}是有理数序列。如果对任意的 𝜀 > 0都存在 𝑁 = 𝑁 (𝜀)使得当 𝑛, 𝑚 > 𝑁 时都有 |𝑟𝑛 − 𝑟𝑚 | < 𝜀，则
称 {𝑟𝑛}是有理数基本序列。

上面的第二个定义给出了有理数极限的概念，而第三个定义给出了收敛的概念，将两者结合起来就可以得

到实数的定义了。我们令M 表示所有有理数基本序列构成的集合。

定义 2.4 (实数)

♣
R = M /∼, {𝑎𝑛} ∼ {𝑏𝑛} ⇔ lim

𝑛→∞
(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 0

简单来讲，实数就是满足柯西收敛原理的序列构成的等价类，收敛说明了实数可以被逼近的性质，而等价类

说明了能逼近实数的等价类是不唯一的，而这正是实数的两个核心实质，读者可以多去品味和理解。通过 𝜀 − 𝛿
语言来推导实数，最大的优点是得到实数定量的运算性质，如果只需了解实数定性的逻辑性质的话，我们可以

使用另一种实数的构造法。

定义 2.5 (戴德金分割)

♣

任意子集 𝑋 ⊂ Q，如果满足 (1)∅ ≠ 𝑋 ≠ Q(2)𝑟 ∈ 𝑋, 𝑟 ′ ∈ Q, 𝑟 ′ < 𝑟 ⇒ 𝑟 ′ ∈ 𝑋(3)𝑟 ∈ 𝑋 ⇒ ∃𝑟 ′ ∈ 𝑋, 𝑟 < 𝑟 ′，则
称 𝑋 是一个实数。

简单来讲就是比这个实数小的所有有理数构成的整体，这里给出仅作了解，因为实数的核心作用是分析学，

只有能运算的实数才是有用的，最后我们给出实数完备的几个定理来结束本节，以下所有的序列均指实数序列。

定理 2.1 (实数完备性)

♡

(1)序列 {𝑎𝑛}收敛当且仅当，对任意的 𝜀 > 0都存在 𝑁 = 𝑁 (𝜀)使得当 𝑛, 𝑚 > 𝑁 时都有 |𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 | < 𝜀。
(2)单调有界序列必有极限。
(3)对任意一个区间套 {[𝑎𝑛, 𝑏𝑛]}(即 [𝑎𝑛−1, 𝑏𝑛−1] ⊂ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛], lim

𝑛→∞
|𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 | = 0)均有 ∩∞𝑛=1 [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]是单点集。

(4)非空有上 (下)界数集必有上 (下)确界。
(5)无限点集上至少有一个聚点。
(6)闭区间上的任意一个开覆盖必存在一个有限子覆盖。

2.3 复数

R

扩张链：Q C

A

代数完备分析完备

代数完备 分析完备

上面的 A代表代数数，其在复数 C中的补集称为超越数，𝑒, 𝜋都是典型的超越数，当然我们更关注复数，复

数似乎是一个很好理解的概念，无非就是形如 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ R的数，它的核心作用是得到代数基本定理。
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2.4 p进数

定理 2.2 (代数基本定理)

♡

C是代数闭域，或者任何复系数一元 n次多项式方程在复数域上至少有一根，或者任意 𝑓 (𝑥) ∈ C[𝑥] 的分
裂域为 C。

其实我是知道的，大部分人对复数的代数性质并不感兴趣，因为如果能充分理解实数，我们也只会感叹“就

这”，问题在于我们并没有充分理解实数，因此复数的分析性质才是我们对复数关注的核心，从复分析来谈论实

分析，就相当于从高维审视低维，使得很多东西变得简单了起来，这些只有通过大量实例才能体会，由于我们的

主题是数论，所以我们就一笔带过了。

定理 2.3 (欧拉公式)

♡
𝑒𝑖 𝜃 = cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)

2.4 p进数
数域中最奇妙的莫过于 p进数了，我认为的比较好用的教材是 GTM198[27]。既然要讨论 p进数，那么我们

的第一步自然是稍微回忆一下 p进数该如何定义和引入，主要有三种方法，其分别代表了我们看待 p进数的几
种基本观点。第一种是和上面实数的引入方式类似，区别在于改变绝对值的定义，只有几步就能搞定。

定义 2.6 (p进数的序列定义)

♣

(1)对于有理数 𝑟 ∈ Q，我们定义 𝑟 = 𝑝𝑚 𝑢𝑣 , (𝑢𝑣, 𝑝) = 1中的 𝑚 = 𝑣𝑝 (𝑟)为 r的 p进赋值，并定义 p进绝对值
为 |𝑟 |𝑝 = 𝑝−𝑣𝑝 (𝑟 ) , |0|𝑝 = 0。
(2)设 {𝑟𝑛}是有理数序列。如果存在有理数 𝑟 使得对任意的 𝜀 > 0都存在 𝑁 = 𝑁 (𝜀) 满足当 𝑛 > 𝑁 时都有

|𝑟𝑛 − 𝑟 |𝑝 < 𝜀，则称 𝑟 是 {𝑟𝑛}的 p进极限，记为 lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 𝑟。

(3)设 {𝑟𝑛}是有理数序列。如果对任意的 𝜀 > 0都存在 𝑁 = 𝑁 (𝜀) 使得当 𝑛, 𝑚 > 𝑁 时都有 |𝑟𝑛 − 𝑟𝑚 |𝑝 < 𝜀，
则称 {𝑟𝑛}是有理数 p进基本序列。
(4)Q𝑝 = M𝑝/∼, {𝑎𝑛} ∼ {𝑏𝑛} ⇔ lim

𝑛→∞
(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = 0,M𝑝表示所有有理数 p进基本序列构成的集合

第二种是使用进位制级数方式，它其实就相当于小数的意思，所有的 10进制实数都可以表示为如下的形式

𝑟 =
𝑚∑

𝑛=−∞
𝑐𝑛10𝑛 ∈ R, 𝑐𝑛 = 0, 1, ..., 9

当然 10可以替换为任意一个正整数 b以得到 b进制，而我们只需要把方向转过来就是 p进数了

Q𝑝 = {
∞∑
𝑛=𝑚

𝑐𝑛𝑝
𝑛 : 𝑚 ∈ Z, 𝑐𝑛 ∈ {0, 1, ..., 𝑝 − 1}}

对这种情况，比较疑惑的是 p是否可以像实数一样选取非素数？其实我也不是很清楚，而且在这种表示下，
p进数之间似乎没有区别，比如 2进数 Q2 和 3进数 Q3 似乎只是和实数一样换了个进位制。笔者认为，这主要

是因为我们把传统的算术观给带入了进来，p进数的算术其实大有不同，witt向量是我认为目前最好的理解方式，
这篇文章 [26]有一个系统的总结，从中也可以解答我们的疑惑，素数的要求主要还是来自素域 F𝑝 的要求，单纯
使用 Z𝑛 环是达不到要求的。第三种则是逆向极限的方式，就两步，先得到 p进整数环

Z𝑝 = lim←−−
𝑛

Z/𝑝𝑛Z

然后再由整环扩张为其分式域 Q𝑝 = Frac(Z𝑝)即可。有人可能不是很理解逆向极限，它其实相当于无限笛卡
儿积的子集
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2.5 数论在哪里

lim←−−
𝑛

Z/𝑝𝑛Z ⊂
∞∏
𝑛=1
Z/𝑝𝑛Z = Z/𝑝Z × Z/𝑝2Z × Z/𝑝3Z...

但逆向极限还多了一个给定的映射链，在我们的 p进整数中就是下面的情况

...Z/𝑝𝑛+1Z 𝑓𝑛→ Z/𝑝𝑛Z 𝑓𝑛−1→ ...Z/𝑝Z 𝑓1→ Z/𝑝Z

其中的映射是环的自然投影 𝑓𝑛 : Z/𝑝𝑛+1Z → Z/𝑝𝑛Z, 𝑎 ↦→ 𝑏, 𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑝𝑛)，想必看到这里的都熟悉抽象代
数，这种集合配映射的结构应该再熟悉不过了。有关 p进数，我们还需要了解它的扩域结构，其并不像实数那么
简单，从赋值就能窥见一二了，𝑣𝑝 (Z𝑝) = Z≥0, 𝑣𝑝 (Q𝑝) = Z，有限代数扩张可以让其赋值稍微接近有理数，但还是
不能完全填满有理数，但只需通过代数闭包就能达到了 𝑣𝑝 (Q𝑝) = Q，但此时我们又会失去赋值的完备化，故进
一步就得到了 C𝑝，虽然我们在代数和分析上都达到了完备，但其不满足一种叫球面完备 (Spherically Complete)
的性质，它就是实分析中闭球套定理，重要性就不言而喻了，为了到达这种完备就有了泛 p进域 (universal p-adic
field)Ω𝑝，它可以使得赋值到达实数域 𝑣𝑝 (Ω𝑝) = R。

扩张链：Q
p进分析完备
⇒ Q𝑝

代数完备⇒ Q𝑝
p进分析完备
⇒ C𝑝

球面完备⇒ Ω𝑝

当然，我们在这里也只是稍微科普一下有哪些数，我们真正研究数论时，到 p进数域的有限扩张就已经足
够了，而且如果有些东西连给数学带来大影响都做不到的话，基本就只能沦为课后习题，然后被遗忘到角落里。

2.5 数论在哪里
至此我们已经了解了数学中的各种数，那么我们的数论又在研究哪些数呢？我们应该毫不犹豫地回答，自

然数 N，为啥那？当然是“上帝只创造了自然数”。开玩笑啦，数论的起点是自然数，但它的研究方法涉及了各

种各样的数，整环 Z、有理数域 Q的有限扩张、实分析 C、复变函数 C、p进分析 Q𝑝，基本每一个领域都或多
或少的为数论提供了大量帮助，而最为纯粹的初等数论的发展巅峰其实是高中的数学竞赛。这怪不得数论，而

是有一座大山压在数论身上，它就是哥德尔不完全性定理。

定理 2.4

♡

(1)任意一个包含一阶谓词逻辑与初等数论的形式系统，都存在一个命题，它在这个系统中既不能被证明
为真，也不能被证明为否。

(2)如果系统 S含有初等数论，当 S无矛盾时，它的无矛盾性不可能在 S内证明。

有关这玩意的讨论太多了，比如这本书 [37]，实际上基本任何一本数理逻辑的书都会介绍，我们也不想说太
多。我们只需了解到这样一个事实，基本大部分数论的结论都没有初等数论的解答，它不一定是命题，但确实有

着大量的资料支撑着这个结论。
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第三章 初等数论

初等数论的基本内容并不多，而且很多东西是符合我们基本认知的，我在 [46]的数论形式化中已经讲过，只
需要将欧几里得环的相关内容套到 Z上，就能得到大部分初等数论中的定义和性质了，包括整除、素性、唯一

分解性、带余除法、公因子、公倍数等。但这并不代表初等数论就点到为止了，还有很多值得探究的东西尚未涉

及。

3.1 同余
同余就是一个可以说道的东西之一，其基本定义十分简单。

𝑎 ≡ 𝑏(mod 𝑛), 𝑛 | (𝑎 − 𝑏)

它的大部分基本性质都比较简单，有时对于 𝑛 = 𝑝为素数的情况，甚至可以用有限素域 F𝑝 的观点进行看待。

稍有难点的是同余方程，讨论最多的是一元多项式方程 𝑓 (𝑥) ≡ 0(mod 𝑛), 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]，或者方程组，我们可以以
次数为基准一点点来讨论。首先是一次同余方程

𝑎𝑥 + 𝑏 ≡ 0(mod 𝑛)

只能说毫无难度，所以对于一次方程，我们更喜欢讨论方程组，而剩余定理给出了我们想要的结果。

定理 3.1 (中国剩余定理)

♡

设 𝑚1, ..., 𝑚𝑘 是两两互素的正整数，记 𝑀 = 𝑚1...𝑚𝑘 , 𝑀𝑖 = 𝑀/𝑚𝑖，则下面的同余方程组

𝑥 ≡ 𝑎1 (mod 𝑚1), 𝑥 ≡ 𝑎2 (mod 𝑚2), ..., 𝑥 ≡ 𝑎𝑘 (mod 𝑚𝑘)

存在唯一的解为

𝑥 ≡ 𝑎1𝑀
′
1𝑀1 + 𝑎2𝑀

′
2𝑀2 + ... + 𝑎𝑘𝑀 ′𝑘𝑀𝑘 (mod 𝑀)

其中的 𝑀 ′𝑖 是满足 𝑀𝑖𝑀
′
𝑖 ≡ 1(mod 𝑚𝑖)的正整数解。

其基本想法是对于有解的一次同余方程，其解的形式一定为 𝑥 ≡ 𝑐(mod 𝑛)，这样连立的一次方程组就变成
了方程组解的联立，而这就是定理所要求的条件，而且模非素数的方程由可以分解为模互素的方程组，所以说，

剩余定理可谓是解同余方程的基础了。当我们开始考虑二次同余方程时，就来到了二次剩余这个出美妙定理的

地方，考虑 (𝑎, 𝑚) = 1，如果同余方程 𝑥2 ≡ 𝑎(mod 𝑚)有解，则称 a为 m的二次剩余，而无解时称 a为 m的非二
次剩余。当 𝑚 = 𝑝为奇素数且 𝑎 | 𝑝时，上述方程只会出现无解或两个不同解的情况，于是就可以定义著名的勒
让德符号。

( 𝑎
𝑝
) =


0 𝑝 | 𝑎

1 a为 p的二次剩余

−1 a为 p的非二次剩余

它的主要作用就是通过计算的手段来判断同余方程是否有解，而计算的公式中就有我们最爱的二次互反律

了。



3.2 积性函数

定理 3.2

♡

(1)分解公式 ( 𝑎𝑏𝑝 ) = (
𝑎
𝑝 )(

𝑏
𝑝 )

(2)欧拉判别法 ( 𝑎𝑝 ) ≡ 𝑎
𝑝−1

2 (mod 𝑝)
(3)平方消灭法 ( 𝑎2

𝑝 ) = 1

(4)二次互反律 ( 𝑝𝑞 )(
𝑞
𝑝 ) = (−1)

𝑝−1
2

𝑞−1
2

(5)特殊值计算 ( −1
𝑝 ) = (−1)

𝑝−1
2 , ( 2

𝑝 ) = (−1)
𝑝2−1

8

实际上还有将勒让德符号下面的素数替换为一般整数的雅可比符号，但笔者觉得意义不大就是了。在二次

剩余上再前进一步就是原根的概念了，设 (𝑎, 𝑛) = 1，我们把满足 𝑎𝑟 ≡ 1(mod 𝑛) 的最小整数 𝑟 称为 a模 m的阶，
并记 𝑟 = ord𝑛𝑎，这实际上就是有限域中乘法群结构的阶的概念，那么我们自然就能意识到生成元的地位了，如
果有 ord𝑛𝑎 = 𝜑(𝑛)(𝜑(𝑛) 为欧拉函数)，我们就称 a为模 m的原根。原根和指数都比较无聊，主要拿来给竞赛生
练练手，更多的方程实例差不多也属于习题级的存在，就不讨论了。至于同余的定理倒没什么，像威尔逊定理

𝑝为素数 ⇔ (𝑝 − 1)! ≡ −1(mod 𝑝)、费马小定理 𝑎𝑝 ≡ 𝑎(mod 𝑝)、欧拉定理 𝑎𝜑 (𝑛) ≡ 1(mod 𝑛) 之类的实际上都可
以在有限域的理论中找到。

3.2 积性函数
所谓算术函数 (或数论函数)指映射 𝑓 : N − {0} → C，我们也可以把它看为复数列，显然一般的复数列应该

在复分析中进行讨论。在数论中，我们主要讨论积性函数，即满足下面性质的算术函数

(𝑚, 𝑛) = 1⇒ 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑛) 𝑓 (𝑚)

如果去除互素条件 (𝑚, 𝑛) = 1后依旧有 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑛) 𝑓 (𝑚)，则称其为完全积性函数。对于积性函数 𝑓，我们

只需要知道素因数的分解 𝑛 = 𝑝𝑎1
1 ...𝑝

𝑎𝑠
𝑠 就能计算出相应的函数值

𝑓 (𝑛) = 𝑓 (𝑝𝑎1
1 )... 𝑓 (𝑝

𝑎𝑠
𝑠 )

即只需要知道素数幂的函数值就能得到所有的函数值。如果想只知道素数的函数值就能得到所有的函数值

则需要完全积性函数，从上面的性质可以知道，积性函数只需加上 𝑓 (𝑝𝑛) = ( 𝑓 (𝑝))𝑛的条件就能升级为完全积性
函数了。单有一个概念是不够的，我们需要认识一些常见的积性函数和相关性质，首先是见过无数次的欧拉函

数。

定理 3.3 (欧拉函数)

♡

设 𝜑(𝑛)表示不超过 𝑛且与 𝑛互素的正整数的个数，即满足 0 < 𝑚 ≤ 𝑛, (𝑚, 𝑛) = 1的整数 m的个数。
(1)𝜑(𝑛)是积性函数
(2)𝜑(𝑝𝑎) = 𝑝𝑎 − 𝑝𝑎−1

(3)
∑
𝑑 |𝑛

𝜑(𝑑) = 𝑛

积性函数的讨论无非就两步，其一是否完全积性，其二相应地给出素数或素数幂的计算值。上面的最后一

个性质是和函数性质，我们把 𝐹 (𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

𝑓 (𝑑)称为 𝑓 的和函数，一个简单的性质是积性函数的和函数是积性函

数，欧拉函数的和函数就是恒等函数。接着我们可以直接枚举各种积性函数，𝜎𝑘 (𝑛)表示 𝑛的所有正因子的 k次
幂之和、𝜏(𝑛) = 𝜎0 (𝑛) 表示 𝑛的所有正因子个数、𝜎(𝑛) = 𝜎1 (𝑛) 表示 𝑛的所有正因子之和，它们都是积性函数，

并且有下面的计算性质
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3.2 积性函数

𝜎𝑘 (𝑝𝑎) = 1 + 𝑝𝑘 + 𝑝2𝑘 + ... + 𝑝𝑎𝑘 , 𝜎(𝑝𝑎) = 𝑝𝑎+1 − 1
𝑝 − 1

, 𝜏(𝑝𝑎) = 𝑎 + 1

实际上，𝜏(𝑛) 可以视为不变函数 1(𝑛) = 1的和函数，𝜎(𝑛) 可以视为单位 (或恒等)函数 Id(𝑛) = 𝑛的和函数，
注意到 1和 Id是完全积性函数，故完全积性函数的和函数不一定是完全积性函数。我们把

𝜇(𝑛) =


1 𝑛 = 1

(−1)𝑟 𝑛无平方因子且𝑛 = 𝑝1...𝑝𝑟

0 其它情形

称为莫比乌斯函数，它是一个积性函数。由于它的和函数十分有特点

𝜀(𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

𝜇(𝑑) =


1 𝑛 = 1

0 𝑛 > 1

因此我们可以得到著名的反演公式。

定理 3.4 (莫比乌斯反演公式)

♡

对任意算术函数 𝑓 (𝑛) 和它的和函数 𝐹 (𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

𝑓 (𝑑) =
∑
𝑑 |𝑛

𝑓 ( 𝑛
𝑑
) 有

𝑓 (𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

𝜇(𝑑)𝐹 ( 𝑛
𝑑
) =

∑
𝑑 |𝑛

𝜇( 𝑛
𝑑
)𝐹 (𝑑)

借助反演公式我们可以容易的证明，如果和函数 𝐹 (𝑛) 是积性函数，则原函数 𝑓 (𝑛) 是积性函数。上面我们
见到的都是值域为整数的积性函数，实际上还有一类值域为复数的完全积性函数十分常见，就是狄利克雷特征。

定义 3.1

♣

设 𝜒(𝑛)是不恒为零的完全积性函数a，如果存在正整数 𝑞使得 𝜒(𝑛+ 𝑞) = 𝜒(𝑛)并且 (𝑛, 𝑞) > 1⇒ 𝜒(𝑛) = 0，
则称 𝜒(𝑛)是模 q的狄利克雷特征，并把最小的 q称为它的周期。

a恒零函数 𝑓 (𝑛) = 0也是一个完全积性函数，不恒为零加积性隐含了 𝜒 (1) = 1的性质

周期 𝑞 = 1时可以得到恒等函数，所以狄利克雷特征是一类满足某些性质的算术函数，并不是唯一的，例如
固定素数 𝑝的勒让德符号 𝜒(𝑛) = ( 𝑛𝑝 )，又比如主特征“𝜒𝑜 (𝑛) = 1, (𝑛, 𝑞) = 1; 𝜒𝑜 (𝑛) = 0, (𝑛, 𝑞) > 1”。容易发现狄
利克雷特征的下述计算性质

𝜒(1) = 1, 𝜒(−1) = ±1, (𝑛, 𝑞) = 1⇒ (𝜒(𝑛))𝜑 (𝑞) = 1

因此狄利克雷特征的值域只有 0和单位根 𝑒
2𝜋𝑘𝑖
𝑛 ，由于狄利克雷特征之积还是狄利克雷特征，容易发现所有

模 q的狄利克雷特征构成一个有限交换群，单位元是主特征 𝜒𝑜，𝜒的逆元是它的共轭特征 𝜒，实际上可以写出

所有的狄利克雷特征，就把它留给读者自己去探索了。剩下的积性函数都不怎么常见，也不知道有什么用处，但

我们可以考虑所有算术函数构成的整体所具有的性质，如果我们对所有不恒为零的算术函数 𝑓1 (𝑛), 𝑓2 (𝑛) 定义狄
利克雷卷积

𝑓 (𝑛) = 𝑓1 (𝑛) ∗ 𝑓2 (𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

𝑓1 (𝑑) 𝑓2 (
𝑛

𝑑
)

显然它是一个算术函数，由此定义的乘法可以使得所有非零算术函数构成了一个交换群，它的单位元是莫

比乌斯函数的和函数 𝜀(𝑛)， 𝑓 (𝑛) 的逆元 𝑓 −1 (𝑛) 采用递归的方式进行定义，即有
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3.3 杂七杂八

𝑓 −1 (𝑛) =


1
𝑓 (1) 𝑛 = 1

− 1
𝑓 (1)

∑
𝑑 |𝑛,𝑑>1

𝑓 (𝑑) 𝑓 −1 ( 𝑛
𝑑
) 𝑛 > 1

如果直接使用算术函数相加作为加法，则所有算术函数构成一个整环，加法单位元为恒零函数 0(𝑛) = 0。在
这些理论的基础上，我们有 𝜇 ∗ 1 = 𝜀，即莫比乌斯函数的逆元为恒等函数。最后，我顺便写个连分数测试一下

latex的渲染能力

𝑎0 +
1

𝑎1 + 1
𝑎2+ 1

𝑎3+ 1
𝑎4+···

有关连分数其实没什么好说的，它就是数的另一种写法而已，比较有用的是两个事实，有限连分数是有理

数，无限循环连分数是二次无理数并且二次无理数是循环连分数，这样我们可以通过截取根式连分数的一部分

来近似计算根式的值，而且逼近效果尚可。

3.3 杂七杂八
还有一个丢番图方程 (或称不定方程)的重要课题，由于其涉及面过于广泛，我们在后面再进一步研究。实

际上，初等数论就只是一个问题的产出地，比如十分著名的孪生素数猜想、哥德巴赫猜想、3x+1猜想、回文数
猜想等都出自于初等数论，当然远不止如此，大量的不定方程就不说了，我们还能介绍几个著名的猜想。我们把

满足 𝜎(𝑛) = 2𝑛的正整数 𝑛称为完全数，一个著名的结论是

定理 3.5

♡
偶数 𝑛是完全数当且仅当 𝑛 = 2𝑚−1 (2𝑚 − 1)，其中 𝑚 ≥ 2是使得 2𝑚 − 1为素数的整数。

于是马上就能萌生两个猜想，是否有奇完全数？偶完全数是否有无限个？对于后一个问题，我们可以引出

另一个猜想，首先有一个结论

定理 3.6

♡对于正整数 𝑚，如果 2𝑚 − 1是素数，则 𝑚是素数。

于是寻找偶完全数实际就是找形如 2𝑚 − 1的素数，我们把 𝑀𝑛 = 2𝑛 − 1称为第 n个梅森数，如果 𝑀𝑝 还是素

数就把它称为梅森素数。于是研究偶完全数就相当于研究梅森素数了，上述问题就变成了，梅森素数是否有无

限个？另一个则是由正 n边形尺规作图引出的费马素数

定理 3.7

♡

我们把 𝐹𝑛 = 22𝑛 + 1称为费马数。
(1)𝑚 ≠ 𝑛⇒ (𝐹𝑚, 𝐹𝑛) = 1
(2)正 𝑛边形可以尺规作图当且仅当 𝑛 = 2𝑠𝑝1...𝑝𝑟 且 𝑝1, ..., 𝑝𝑟 为两两不同的费马素数。

目前已知 𝐹0 = 3, 𝐹1 = 5, 𝐹2 = 17, 𝐹3 = 257, 𝐹4 = 65537是素数外尚未发现其它的费马素数，于是自然有猜想，
费马素数是否只有这 5个？只有这样才能完全解决正 n边形尺规作图的问题。数论的问题还有很多，想要了解
的小伙伴可以参考这本书 [14]。我想读者的建议是，不要过分去研究这些初等数论的问题，它只能做饭后甜点，
而不能作为正餐，一方面初等数论的大部分问题相当于数字游戏，基本“无用又无聊”，另一方面，大部分未解

决的初等数论问题都需要超越初等数论本身的工具，数学是一步一个脚印的，去研究这些工具的相关理论更有

意义，有时说不定一不小心就解决了某个初等数论的猜想。
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第四章 代数数论

有关代数数论，我在上上篇文章 [46]中已经介绍得十分详细了，在里面基本可以找到所有代数数论的相关
概念，包括代数整数环、理想类群、赋值、分歧理论等，甚至我们还在后面进一步介绍了类域论，所以我们直接

跳过这一章也并不过分。但既然要写我们就讨论一些比较实际的问题，大部分内容抄自 [39]。

4.1 基本定理

定理 4.1 (代数数论基本定理)

♡

(1)理想类群的有限性:任意数域 𝐾 的类数 ℎ𝐾 = |𝐶𝐾 |是有限的。
(2)狄利克雷单位定理:对任意数域 𝐾，设 [𝐾,Q] = 𝑛 = 𝑟1 + 2𝑟2，𝑟1 为实素点个数，𝑟2 为复素点个数，记

𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 − 1，则有 𝑂×𝐾 = Z⊕𝑟 ⊕𝑊𝐾。

Minkowski定理

在这一节中我们主要来讲述这两个定理的证明思路，基本所有书籍采用的都是传统的证明方法，也就是需

要依赖几何数论中的 Minkowski定理。我们先引入一些比较简单的概念，对于子集 𝐻 ⊂ R𝑛，如果存在 R𝑛 的一
组基 {𝑎1, ..., 𝑎𝑛}，使得在加法群结构中有分解 𝐻 = Z𝑎1 ⊕ ... ⊕ Z𝑎𝑛，我们就把 𝐻称为 R𝑛的一个格。这里的 𝐻实

际就是我们常规所见到的格点，只不过不一定是方格，只要是平行格都是可以的。在 R𝑛上的常规勒贝格测度表

示为 𝜇，它就是我们经常所说的体积的扩展，我们所认识的体积就是勒贝格测度，但勒贝格测度却比我们所认识

的体积更广。此时我们把格 𝐻 的一个单元的体积记为 𝑉 (𝐻)，就是下面的表达式

𝑉 (𝐻) = 𝜇(𝑃(𝑎1, ..., 𝑎𝑛)) = 𝜇(R𝑛/𝐻) = 𝜇({
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑎𝑖 : 0 ≤ 𝑐𝑖 < 1})

上面构造商集的方法，我们在通过复数域构造复环面中见过一次，等价的定义就是差值是否落在格 𝐻上。如

果选取标准正交基 {𝑒𝑖}，并假设坐标变换为 𝑎𝑖 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑟𝑖 𝑗𝑒 𝑗，则我们可以用平行体的行列式体积公式得到 𝑉 (𝐻) =

| det(𝑟𝑖 𝑗 ) |，这些内容基本可以全凭几何直观，所以我们不做过多赘述。𝑆 ⊂ R𝑛为凸集指 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥+𝑦2 ∈ 𝑆，𝑆 ⊂ R𝑛

为关于原点对称指 ∀𝑥 ∈ 𝑆,−𝑥 ∈ 𝑆，于是我们有下面的定理。

定理 4.2

♡

设 𝐻 是 R𝑛 中的一个格，𝑆是 R𝑛 中的勒贝格可测集。

(1)如果 𝑆是关于原点对称的凸集且 𝜇(𝑆) > 2𝑛𝑉 (𝐻)，则 𝑆 ∩ 𝐻 存在非零元。
(2)如果 𝑆是关于原点对称的紧凸集且 𝜇(𝑆) ≥ 2𝑛𝑉 (𝐻)，则 𝑆 ∩ 𝐻 存在非零元。

注这个定理虽然带了个名字，但证明起来其实并不困难，由于凸性的存在，这里的勒贝格可测集一定是“实”的，

所以我们无需担心出现一些奇怪的存在，直接把它认定为体积即可，而 R𝑛中的紧集实际就是闭集的意思，所以

这个定理稍加改造就可以给任何一个中学数竞生做了。由于对称且“实心”(由凸性给出)，一定有 0 ∈ 𝑆 ∩𝐻，所
以我们的目的是再来一个格点，定理的意思就是体积达到一定程度的时候就一定能包含新的一个格点。我们考

虑特殊情况，并稍加思考就能明白这个系数从哪里来，最简单的情况是 Z2 ⊂ R2，我们只需在原点周围的格点围

一圈就得到了上界集

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : −1 < 𝑥, 𝑦 < 1}



4.1 基本定理

这是无法加上新点的极限了，只要稍微凸出一点，就有了新的格点，所以在 (1)中使用的是严格大于号，如
果加上紧集的条件，我们则必需往回退一点才能保证不触碰新点，所以在 (2)中使用的是大等号。
证明 先来证明一个简单的性质，𝜇(𝑆) > 𝑉 (𝐻) ⇒ ∃𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆, 𝑠 − 𝑠′ ∈ 𝐻。记 𝑃 = R𝑛/𝐻，对任意的 ℎ ∈ 𝐻 集合
ℎ + 𝑃 = {ℎ + 𝑝 ∈ R𝑛 : 𝑝 ∈ 𝑃}互不相交，且有 R𝑛 = ∪ℎ∈𝐻ℎ + 𝑃，我们用它将 𝑆进行切割

𝜇(𝑆) =
∑
ℎ∈𝐻

𝜇(𝑆 ∩ (ℎ + 𝑃)) =
∑
ℎ∈𝐻

𝜇((−ℎ + 𝑆) ∩ 𝑃)

后一半是反向处理，即将 𝑆 ∩ (ℎ + 𝑃) 部分平移回 𝑃内得到 (𝑆 − ℎ) ∩ 𝑃部分。由于 𝜇(𝑆) > 𝑉 (𝐻)，所以一定存在
两个碎片 ℎ ≠ ℎ′ 使得它们有交点 𝑥 ∈ ((−ℎ + 𝑆) ∩ 𝑃) ∩ ((−ℎ′ + 𝑆) ∩ 𝑃)，此时只需要令

𝑥 = −ℎ + 𝑠 = −ℎ′ + 𝑠′, 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆

就有 0 ≠ 𝑠 − 𝑠′ ∈ 𝐻。
(1)对于通常情形，我们构造 𝑆′ = 1

2𝑆 = { 𝑠2 ∈ R𝑛 : 𝑠 ∈ 𝑆}，根据条件可得

𝜇(𝑆′) = 𝜇(𝑆)
2𝑛

> 𝑉 (𝐻)

由上述性质，存在 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆′ 使得 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐻。此时由对称凸性可得

2𝑥,−2𝑦 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑥 − 𝑦 = 1
2
((2𝑥) + (−2𝑦)) ∈ 𝑆

即有 0 ≠ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑆 ∩ 𝐻。
(2)对于紧集情况，我们只需采用类似的方法使用逼近边界即可，构造 𝑆𝑚 = (1+ 1

𝑚 )𝑆 = {(1+ 1
𝑚 )𝑠 ∈ R𝑛 : 𝑠 ∈ 𝑆}，

此时

𝜇(𝑆𝑚) = (1 +
1
𝑚
)𝑛𝜇(𝑆) > 2𝑛𝑉 (𝐻)

利用 (1)的结论，存在 0 ≠ ℎ𝑚 ∈ 𝑆𝑚 ∩𝐻，由于 lim
𝑚→∞

𝑆𝑚 = 𝑆且 𝑆是紧集，故 ℎ = lim
𝑚→∞

ℎ𝑚 ∈ 𝐻，又由于 𝐻在 R𝑛中

离散且 ℎ𝑚 非零，故 ℎ ≠ 0。即有 0 ≠ ℎ ∈ 𝑆 ∩ 𝐻。

类数公式

我们来稍微回忆一下数域𝐾的理想类群𝐶𝐾的定义。首先，𝑂𝐾 = Z∩𝐾表示代数整数环，其表示数域𝐾中代数

整数构造的整体；接着，这个环的所有非零理想构成的集合 𝐼𝑜𝐾配上理想的乘法 𝐼𝐽 = {
∑
𝑎𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝑂𝐾 : 𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽}

构成一个交换幺半群；然后，借助交换幺半群的唯一扩充性可以得到分式理想群 𝐼𝐾，并把 𝐼𝑜𝐾 的元素称为整理想；

最后，借助其主分式理想子群 𝑃𝐾 ≤ 𝐼𝐾，即可得到理想类群𝐶𝐾 = 𝐼𝐾/𝑃𝐾。一个简单的事实是，任意一个分式理想
𝐼 都存在整理想 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐼𝑜𝐾 满足 𝐼𝐵 = 𝐴，或写为 𝐼 = 𝐴

𝐵 = 𝐴𝐵−1，我们定义整理想的范为 𝑁𝐾 (𝐴) = |𝑂𝐾/𝐴|, 𝐴 ∈ 𝐼𝑜𝐾，
并相应地定义分式理想的范为 𝑁𝐾 (𝐼) = 𝑁𝐾 (𝐴)

𝑁𝐾 (𝐵)，理想范的性质主要集中在整理想上，我们单单就列举一下，其非

常自然而且证明也不困难，读者可以自行探索。

定理 4.3 (理想范的性质)

♡

设 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐼𝑜𝐾，且有唯一素理想分解 𝐴 = 𝔭𝑒1
1 ...𝔭

𝑒𝑟
𝑟 , 𝑒𝑖 ≥ 1。

(1)𝑁𝐾 (𝐴) = 𝑁𝐾 (𝔭1)𝑒1 ...𝑁𝐾 (𝔭𝑟 )𝑒𝑟

(2)𝑁𝐾 (𝐴𝐵) = 𝑁𝐾 (𝐴)𝑁𝐾 (𝐵)
(3)对 𝐴的任意一组基 {𝑎1, ..., 𝑎𝑛}有 𝑑𝐾 (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) = 𝑁𝐾 (𝐴)2𝑑 (𝐾)
(4)若 𝐴 = (𝛼), 𝛼 ∈ 𝑂𝐾 为主理想，则有 𝑁𝐾 (𝐴) = 𝑁𝐾/Q (𝛼)

想要证明类数的有限性，实际就是证明理想类 𝐼+𝑃𝐾 ∈ 𝐶𝐾 的个数是有限的。接下来的思路比较奇怪，假设我
们证明了存在一个上界 𝐶使得每个理想类 𝐼 +𝑃𝐾 均存在一个满足 𝑁𝐾 (𝐴) ≤ 𝐶的整理想 𝐴。注意到 𝑁𝐾 (𝐴) ∈ Z>0，

而且如果有 𝑁𝐾 (𝐴) = |𝑂𝐾/𝐴| = 𝑞，则有 𝐴 ∩𝑂𝐾 = (𝑞) ⇔ 𝐴 | (𝑞)𝑂𝐾，由 (𝑞)𝑂𝐾 的素理想分解可知，其最多只能
组合出有限个整理想因子。因此满足 𝑁𝐾 (𝐴) ≤ 𝐶的整理想 𝐴只有有限多个，也就是说类数 ℎ𝐾 = |𝐶𝐾 |是有限的。
而这个上界 𝐶 和相应的假设都是可以证明的，即下面的定理。
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4.1 基本定理

定理 4.4

♡

数域 𝐾 的每个理想类 𝐼 + 𝑃𝐾 ∈ 𝐶𝐾 均存在一个整理想 𝐴使得

𝑁𝐾 (𝐴) ≤ (
4
𝜋
)𝑟2 𝑛!
𝑛𝑛

√
|𝑑 (𝐾) |

注定理中的大多数，都是确定数域 𝐾 后就能确定的，比如指数 𝑛 = [𝐾,Q]、复素点个数 𝑟2、域的行列式 𝑑 (𝐾) =
𝑑𝐾/Q (1, 𝛼, ..., 𝛼𝑛−1), 𝐾 = Q(𝛼)，所以得到的就是一个常数 𝐶，有些书喜欢称其为Minkowski常数，不过对它叫什
么我无所谓，知道是这么一回事就行了。而证明这个定理，我们主要分三步，首先，构造非零整理想 𝔞到格 𝜎(𝔞)
的对应，并得到相应的体积值 𝑉 (𝜎(𝔞)) = 2−𝑟2𝑁𝐾 (𝔞)

√
|𝑑 (𝐾) |；其次，得到其一个非零元素 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝔞 的范数值估

计 |𝑁𝐾/Q (𝑥) |；最后，得到我们的结论。
证明 (1)根据 𝑛 = 𝑟1 + 2𝑟2，我们把实嵌入记为 𝜎𝑖 : 𝐾 ↩→ R(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1)，复嵌入记为 𝜎𝑟1+ 𝑗 = 𝜎𝑟1+𝑟2+ 𝑗 : 𝐾 ↩→ C(1 ≤
𝑖 ≤ 𝑟2)。考虑一个非零整理想 𝔞，我们可以给出

𝜎 : 𝔞 ⊂ 𝐾 → R𝑛, 𝑎 ↦→ (𝜎1 (𝑎), ..., 𝜎𝑟1 (𝑎),Re(𝜎𝑟1+1 (𝑎)), ...,Re(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑎)), Im(𝜎𝑟1+1 (𝑎)), ..., Im(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑎)))

由于整理想是自由阿贝尔群，故有直和分解 𝔞 = Z𝑎1 ⊕ ...⊕Z𝑎𝑛。设 R𝑛的标准正交基为 {𝑒𝑖}，并记变换为 𝜎(𝑎𝑖) =
𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑖 𝑗𝑒 𝑗，即有

𝑥𝑖 𝑗 =


𝜎𝑗 (𝑎𝑖) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟1

Re(𝜎𝑗 (𝑎𝑖)) 𝑟1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟1 + 𝑟2

Im(𝜎𝑗 (𝑎𝑖)) 𝑟1 + 𝑟2 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

这样我们环的结构就已经出来了，𝜎(𝔞) = Z𝜎(𝑎1) ⊕ ... ⊕ Z𝜎(𝑎𝑛)，而对于基的线性无关性可以通过算体积得到

𝑉 (𝜎(𝔞)) = | det(𝑥𝑖 𝑗 ) | = 2−𝑟2 | det(𝜎𝑗 (𝑎𝑖)) | = 2−𝑟2
√
|𝑑𝐾 (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) | = 2−𝑟2𝑁𝐾 (𝔞)

√
|𝑑 (𝐾) |

它给出了 det(𝑥𝑖 𝑗 ) ≠ 0，从而 𝜎(𝔞)是我们想要的格。
(2)为了使用Minkowski定理，我们还需要构造一个关于原点对称的紧凸集，即下面这个

𝐵𝑡 = {𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛) ∈ R𝑛 :
𝑟1∑
𝑖=1
|𝑦𝑖 | + 2

𝑟2∑
𝑗=1

√
𝑦2
𝑟1+ 𝑗 + 𝑦

2
𝑟1+𝑟2+ 𝑗 ≤ 𝑡}

我们令 𝑡𝑛 = ( 4
𝜋 )𝑟2𝑁𝐾 (𝔞)

√
|𝑑 (𝐾) |𝑛!，可以计算出它的体积为

𝜇(𝐵𝑡 ) =
ˆ
· · ·
ˆ

𝐵𝑡

d𝑦1...d𝑦𝑛 = 2𝑟1 ( 𝜋
2
)𝑟2 𝑡

𝑛

𝑛!
= 2𝑛𝑉 (𝜎(𝔞))

故存在 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝔞使得 𝜎(𝔞) ∈ 𝐵𝑡，即有

|𝑁𝐾/Q (𝑥) | =
𝑛∏
𝑖=1
|𝜎𝑖 (𝑥) | ≤ (

1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1
|𝜎𝑖 (𝑥) |)𝑛 ≤

𝑡𝑛

𝑛𝑛
= ( 4

𝜋
)𝑟2 𝑛!
𝑛𝑛

√
|𝑑 (𝐾) |𝑁𝐾 (𝔞)

(3)对任意一个理想类 𝐶 = 𝐼 +𝑃𝐾 ∈ 𝐶𝐾，可知 ∀𝑛 ∈ Z, 1
𝑛 𝐼 ∈ 𝐶，故一定能找到一个整理想 𝔞使得 𝔞′ = 𝔞−1 ∈ 𝐶。

由 (2)可知存在 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝔞满足一个不等条件，此时我们引入

𝐴 = 𝑥𝔞−1 = 𝑥𝔞′ ∈ 𝐶

接着可以计算出我们的上界

𝑁𝐾 (𝐴) = 𝑁𝐾 (𝑥)𝑁𝐾 (𝔞′) ≤ (
4
𝜋
)𝑟2 𝑛!
𝑛𝑛

√
|𝑑 (𝐾) |𝑁𝐾 (𝔞)𝑁𝐾 (𝔞′) = (

4
𝜋
)𝑟2 𝑛!
𝑛𝑛

√
|𝑑 (𝐾) |𝑁𝐾 (𝑂𝐾 ) = (

4
𝜋
)𝑟2 𝑛!
𝑛𝑛

√
|𝑑 (𝐾) |

比起类数的有限性，上面的不等式估计反而更有意义，所以我们才把它作为核心证明的定理。借助这个不

等式我们可以估计数域 𝐾 的行列式值，假设 𝑛 = [𝐾,Q] ≥ 2，由于非零整理想 𝐴一定满足 𝑁𝐾 (𝐴) ≥ 1，故反过来
可估计得到

|𝑑 (𝐾) | ≥ (( 𝜋
4
)𝑟2 𝑛

𝑛

𝑛!
𝑁𝐾 (𝐴))2 ≥ (

𝜋

4
)𝑛 ( 𝑛

𝑛

𝑛!
)2 ≥ 𝜋

3
( 3𝜋

4
)𝑛−1 > 1
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4.1 基本定理

这表明至少有一个素数在 𝐾 中分歧。借助上一个不等式链的倒二个值可知，存在一个绝对常数 𝑀，使得每

个数域 𝐾 均有

𝑛 ≤ 𝑀 ln(|𝑑 (𝐾) |), 𝑀 = (ln( 4
9
) ln( 3𝜋

4
))−1

此时如果固定 𝑑 (𝐾) = 𝑑，则 𝑛的取值有限，且更进一步可知 𝑟1, 𝑟2取值有限，利用Minkowski定理和类似的
方法可以证明均存在单代数扩张 𝐾 = Q(𝑥)，且 𝑥 被限定在由 𝑛, 𝑑, 𝑟1, 𝑟2 确定的上界中。于是我们可以得到满足

𝑑 (𝐾) = 𝑑 ∈ Z的数域个数是有限的。实际上，我们有下面的类数公式，但它们的证明涉及解析数论的方法，所以
对于其证明我们下一章再说。

lim
𝑠→1
(𝑠 − 1)𝜁𝐾 (𝑠) =

2𝑟1 (2𝜋)𝑟2𝑅𝐾 ℎ𝐾
𝜔𝐾

√
|𝑑𝐾 |

lim
𝑠→0

𝑠−𝑟1−𝑟2+1𝜁𝐾 (𝑠) = −
𝑅𝐾 ℎ𝐾
𝜔𝐾

单位定理

单位群𝑂×𝐾 表示代数整数环𝑂𝐾 中所有乘法可逆元 (也称为单位)构成的全体，而在它的分解𝑂×𝐾 = Z⊕𝑟 ⊕𝑊𝐾
中，Z⊕𝑟 表示 r个整数环的直和，即秩为 r的自由阿贝尔群，𝑊𝐾 称为 𝐾 的单位根群，由 𝐾 中的所有单位根1构

成，是一个有限阶循环群，以下是些简单的例子。

例题 4.1 (1)𝐾 = R,𝑊𝐾 = {−1, 1}
(2)𝐾 = Q(𝑖),𝑊𝐾 = {±1,±𝑖}
(3)𝐾 = Q(

√
−3),𝑊𝐾 = {±1,±𝜔,±𝜔2}, 𝜔 = 1

2 (−1 +
√
−3)

我们需要注意到，𝑂𝐾 在加法上是自由阿贝尔群，即有 𝑂𝐾 = Z𝜔1 ⊕ ... ⊕ Z𝜔𝑛，其中 𝑛 = [𝐾,Q] 是指数，
𝜔1, ..., 𝜔𝑛 ∈ 𝑂𝐾 是一组存在性的基且并不唯一。对于乘法，我们则考虑单位群 𝑂×𝐾 ⊂ 𝑂𝐾，则它一定是有限生成
阿贝尔群，根据结构定理其一定存在自由子群和挠子群的分解 𝑂×𝐾 = 𝐹𝐾 ⊕ 𝑇𝐾，我们想要证明的即是将这两部分
给精确化为

自由部分:𝐹𝐾 � Z⊕𝑟 挠部分:𝑇𝐾 � 𝑊𝐾

方便起见，我们先简记 𝑈𝐾 = 𝑂×𝐾，首先我们需要一个计算判定归属的方法，即用某些计算值来判断元素是

否为单位，是否为单位根，即有下面定理。

定理 4.5

♡

(1)𝑢 ∈ 𝑈𝐾 ⇔ 𝑁𝐾/Q = ±1
(2)𝑢 ∈ 𝑊𝐾 ⇔ ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝜎𝑖 (𝑢) | = 1

上述性质的理解和证明都不困难，甚至十分地自然，比如 𝑢 ∈ 𝑈𝐾 可逆，则意味着存在 𝑢−1且有 𝑁 (𝑢)𝑁 (𝑢−1) =
1，结合范的取值为整数，那么可能的结果也就只有 Z的可逆元 {−1, 1}了。接着我们可以来分步完成单位定理
的证明了。

(1)构造格 𝑙 (𝑈𝐾)，并分离出挠子群𝑊𝐾

设 [𝐾,Q] = 𝑛 = 𝑟1 + 2𝑟2，𝜎𝑖 : 𝐾 ↩→ R(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1) 为实嵌入，𝜎𝑟1+ 𝑗 = 𝜎𝑟1+𝑟2+ 𝑗 : 𝐾 ↩→ C(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟2) 为复嵌入，
𝑈𝐾 为单位群，𝑊𝐾 为单位根群。映入映射

𝑙 : 𝑈𝐾 → R𝑟1+𝑟2 , 𝑢 ↦→ (ln |𝜎1 (𝑢) |, ..., ln |𝜎𝑟1 (𝑢) |, 2 ln |𝜎𝑟1+1 (𝑢) |, ..., 2 ln |𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑢) |)

1所谓 𝐾 的单位根 𝜔，即存在正整数 𝑛使得 𝜔𝑛 = 1
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4.1 基本定理

由一些列简单的推导

𝑢 ∈ ker 𝑙 ⇔ ∀0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1 + 𝑟2, ln |𝜎𝑖 (𝑢) | = 0⇔ ∀0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝜎𝑖 (𝑢) | = 1⇔ 𝑢 ∈ 𝑊𝐾

故有 ker 𝑙 = 𝑊𝐾，由𝑈𝐾 = ker 𝑙 ⊕ im𝑙 可得𝑈𝐾 = 𝑊𝐾 ⊕ 𝑙 (𝑈𝐾 )。注意到对 𝑢 ∈ 𝑈𝐾 , 𝑙 (𝑢)的分量直和为

ln |𝜎1 (𝑢) | + ... + ln |𝜎𝑟1 (𝑢) | + 2 ln |𝜎𝑟1+1 (𝑢) | + ... + 2 ln |𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑢) | =
𝑛∑
𝑖=1

ln |𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎𝑖 (𝑢) | = ln |𝑁𝐾/Q (𝑢) | = 0

因此 𝑙 (𝑈𝐾 )不仅是 R𝑟1+𝑟2 的子群，还是下面超平面

𝐻 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑟1+𝑟2 ) ∈ R𝑟1+𝑟2 : 𝑥1 + ... + 𝑥𝑟1+𝑟2 = 0}

的子群。此时易证，对任意有界集 𝐵 ⊂ R𝑟1+𝑟2，只存在有限多个 𝑢 ∈ 𝑈𝐾 使得 𝑙 (𝑢) ∈ 𝐵，即 𝑙 (𝑈𝐾 ) ∩ 𝐵是有
限集。换句话说，𝑙 (𝑢)是 R𝑟1+𝑟2 的离散子群，从而是一个格，是𝑈𝐾 的自由子群，并且 𝑙 (𝑈𝐾 ) ⊂ 𝐻给出了秩估计
rank𝑙 (𝑢) ≤ 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 − 1。

(2)元素存在性定理

简便起见我们记 𝑙 (𝑎) = (𝑎1, ..., 𝑎𝑟1+𝑟2 )，我们将借助Minkowski定理来证明一个找元素的定理。即对 0 ≠ 𝑎 ∈
𝑂𝐾 和 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟1 + 𝑟2，我们可以找到一个 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑂𝐾 满足 𝑖 ≠ 𝑘 ⇒ 𝑏𝑖 < 𝑎𝑖。我们同样先构造一个关于原点对称

的紧凸集

𝐵 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 : |𝑥𝑖 | ≤ 𝑐𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1), 𝑥2
𝑗 + 𝑥2

𝑗+𝑟2 ≤ 𝑐 𝑗 (𝑟1 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟1 + 𝑟2)}

𝑐𝑘 = (

𝑛∏
𝑖=1

𝑐𝑖

𝑐𝑘
)−1 ( 2

𝜋
)𝑟2

√
|𝑑 (𝐾) |, 0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 𝑒𝑎𝑖 (𝑖 ≠ 𝑘, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1 + 𝑟2)

接着我们计算它的体积

𝜇(𝐵) = 2𝑟1𝑐1...𝑐𝑟𝜋
𝑟2𝑐𝑟1+1...𝑐𝑟1+𝑟2 = 2𝑛2−𝑟2

√
|𝑑 (𝐾) | = 2𝑛𝑉 (𝑙 (𝑂𝐾 ))

故存在 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑂𝐾 使得 𝑙 (𝑏) ∈ 𝐵且当 𝑖 ≠ 𝑘 时有

𝑏𝑖 ≤ 𝑐𝑖 < 𝑎𝑖

而且其还满足一个范的约束不等式

|𝑁 (𝑏) | ≤ 𝑐1...𝑐𝑟1+𝑟2 = (
2
𝜋
)𝑟2

√
𝑑 (𝐾)

(3)构造 r个线性无关元

接着我们固定一个 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟1 + 𝑟2，只需先任取 𝑎1 ∈ 𝑂𝐾 − {0}开始，反复利用 (2)的结论即可以得到一系列
的 𝑎2, 𝑎3, ... ∈ 𝑂𝐾 − {0}，其均满足 𝑖 ≠ 𝑘 ⇒ (𝑎 𝑗+1)𝑖 < (𝑎 𝑗 )𝑖，且范被一个上界控制 |𝑁 (𝑎 𝑗 ) | ≤ 𝑀。
由于范被一个上界控制，故主理想集 {𝑎 𝑗𝑂𝐾 : 𝑗 = 1, 2, ...}是有限的，即存在 𝑗 > ℎ使得 𝑎 𝑗𝑂𝐾 = 𝑎ℎ𝑂𝐾，我

们令 𝑎 𝑗 = 𝑢𝑘𝑎ℎ 就有 𝑢𝑘 ∈ 𝑈𝐾，我们只需变换 𝑘 就能得到一系列的元素 {𝑢1, ..., 𝑢𝑟1+𝑟2 } ⊂ 𝑈𝐾，我们记 𝑙 (𝑢𝑘) =
(𝑦𝑘,1, ..., 𝑦𝑘,𝑟1+𝑟2 )，总共有 𝑟 + 1 = 𝑟1 + 𝑟2个 𝑟1 + 𝑟2维向量。我们需要说明，里面有 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 − 1个向量是线性无
关的，即证明矩阵 𝑌 = (𝑦𝑖, 𝑗 )的秩为 𝑟。
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4.1 基本定理

我们只需注意到两个事实，第一，由于 𝑙 (𝑈𝐾 )落在超平面 𝐻上，所以任意 𝑙 (𝑢𝑘)的分量之和为零
𝑟1+𝑟2∑
𝑖=1

𝑦𝑘,𝑖 = 0，

即矩阵 𝑌 的每行元素之和为零，第二，由 (2) 的估计和 (3) 的构造可知，取定 𝑘 后对任意 𝑖 ≠ 𝑘 均有 𝑦𝑘,𝑖 =

(𝑙 (𝑎 𝑗 ))𝑖 − (𝑙 (𝑎ℎ))𝑖 < 0，由于和为零又可得 𝑦𝑘,𝑘 > 0，即矩阵 𝑌 的除了对角元为正以外均为负。

由之前的结论可知 rank𝑌 ≤ 𝑟，故一定有 det𝑌 = 0，即无需考虑有 𝑟 + 1个线性无关元的情况。我们记 𝑚 =

𝑟1 + 𝑟2 = 𝑟 + 1，并设

𝑌 = (𝑣1, ..., 𝑣𝑚), 𝑣𝑖 =
©«
𝑦1,𝑖
...

𝑦𝑚,𝑖

ª®®®¬是列向量
假设 {𝑣𝑖}中有 𝑚 − 1个列向量是线性相关的，不失一般性设它们为前 𝑚 − 1个列向量 {𝑣1, ..., 𝑣𝑚−1}，此时存

在不全为零的 𝑡𝑖 ∈ R使得

𝑚−1∑
𝑖=1

𝑡𝑖𝑣𝑖 = 0

设 max1≤𝑖≤𝑚−1 |𝑡𝑖 | = |𝑡𝑘 |，此时通过适当的乘法，我们可以调整 𝑡𝑘 = 1且 |𝑡 𝑗 | ≤ 1(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1, 𝑗 ≠ 𝑘)，于是
在 𝑌 的第 𝑘 行将会有

0 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑦𝑘, 𝑗 <

𝑚−1∑
𝑗=1

𝑦𝑘, 𝑗 ≤
𝑚−1∑
𝑗=1

𝑡 𝑗 𝑦𝑘, 𝑗 = 0

故 {𝑣𝑖}中任意 𝑚 − 1个列向量是线性无关的，即 rank𝑌 = 𝑚 − 1 = 𝑟。

应用

单位定理实际就是在说任意的 𝑢 ∈ 𝑈𝐾 可以唯一地表示为

𝑢 = 𝜔𝑢𝑎1
1 ...𝑢

𝑎𝑟
𝑟 , 𝜔 ∈ 𝑊𝐾 , 𝑎𝑖 ∈ Z

我们把 {𝑢1, ..., 𝑢𝑟 }称为 𝐾 的一个基本单位组。其具有强大的力量，我们可以用它得到不少的数论命题。考

虑实二次域 𝐾 = Q(
√
𝑑), 𝑑 > 0且无平方因子，容易算得 𝑛 = 2, 𝑟1 = 2, 𝑟2 = 0, 𝑟 = 1,𝑊𝐾 = {−1, 1},𝑈𝐾 = Z ⊕𝑊𝐾，

即𝑈𝐾 只有一个基本单位 𝜀并且可以表示为𝑈𝐾 = {±𝜀𝑛 : 𝑛 ∈ Z}。由单位的性质可知，只有 ±𝜀,±𝜀−1可以作为基

本单位，故满足 𝜀 > 1的基本单位是唯一的。
我们进一步限制 𝑑 ≡ 2, 3(mod4)，则有 𝑂𝐾 = Z[𝑑] = {𝑎 + 𝑏

√
𝑑 : 𝑎, 𝑏 ∈ Z}，于是有等价链

𝑎 + 𝑏
√
𝑑 ∈ 𝑈𝐾 ⇔ 𝑁 (𝑎 + 𝑏

√
𝑑) = 𝑎2 − 𝑑𝑏2 = ±1⇔ (𝑎, 𝑏)是方程𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±1的整数解

定理 4.6

♡

设 𝐾 = Q(
√
𝑑), 𝑑 ≡ 2, 3(mod4), 𝑑 > 0且无平方因子，𝜀 = 𝑎 + 𝑏

√
𝑑 ∈ 𝑈𝐾 且 𝜀 > 1，继续设 𝜀𝑛 = (𝑎 + 𝑏

√
𝑑)𝑛 =

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
√
𝑑, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ∈ Z

(1)当 𝑁 (𝜀) = 1时，方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1无整数解，方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1的全部整数解为 {(±𝑎𝑛,±𝑏𝑛) : 𝑛 ∈ Z}
(2)当 𝑁 (𝜀) = −1时，方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = −1的全部整数解为 {(±𝑎2𝑛+1,±𝑏2𝑛+1) : 𝑛 ∈ Z}，方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1的
全部整数解为 {(±𝑎2𝑛,±𝑏2𝑛) : 𝑛 ∈ Z}。

这就是 Pell方程解的结构定理，证明比较简单就不写了，有关像 Pell方程这样的不定方程，后面还会有更
多的探讨，这里我们就点到为止了。另一种情况是考虑虚二次 𝐾 = Q(𝑖)，它可以获得高斯整数环 Z[𝑖] = 𝑂𝐾，其
满足 𝑛 = 2, 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 1, 𝑟 = 0，故𝑈𝐾 = 𝑊𝐾 = {±1,±𝑖}为有限群，实际我们有下面的更一般性结论
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4.2 费马大定理

𝑈𝐾是有限群⇔ 𝐾 = Q或𝐾为虚二次域

由于后面的需要，我们再来讨论一下分圆域 𝐾 = Q(𝜁𝑝𝑡 )的单位结构，其中 𝜁𝑝𝑡 = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑝𝑡 , 𝑡 ≥ 1, 𝑝为奇素数，容

易知道𝑊𝐾 是 2𝑝𝑡 阶循环群且有

𝑛 = [𝐾,Q] = 𝜑(𝑝𝑡 ) = 𝑝𝑡 − 𝑝𝑡−1, 𝑟1 = 0, 𝑟2 =
1
2
𝜑(𝑝𝑡 ), 𝑟 = 1

2
𝜑(𝑝𝑡 ) − 1

此时我们可以找到它的一个极大实子域 𝐾+ = Q(𝜁𝑝𝑡 + 𝜁−1
𝑝𝑡
)，并且有 [𝐾+ : Q] = 1

2𝜑(𝑝𝑡 ), 𝑟 =
1
2𝜑(𝑝𝑡 ) − 1，于是

我们可以找到一组它们共同的实基本单位组

{𝑢1, ..., 𝑢𝑟 }, 𝑟 =
1
2
𝜑(𝑝𝑡 ) − 1

4.2 费马大定理
或许代数数论最辉煌的成就之一就是证明了 Kummer定理，它证明了费马大定理几乎无限多种情形，所谓

的费马大定理就是：当 𝑛 ≥ 3时，方程 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 没有满足 𝑥𝑦𝑧 ≠ 0的整数解。我在以前的视频中说过完整的
证明是，先约化为 𝑛 = 𝑝 ≥ 5为素数的情形，再构造椭圆曲线 𝐸𝑎𝑝+𝑏𝑝=𝑐𝑝 : 𝑦2 = 𝑥(𝑥 − 𝑎𝑝) (𝑥 − 𝑐𝑝)，最后通过模性
定理说明其不存在即可。而我们将利用代数数论完成下面定理的证明。

定理 4.7 (Kummer定理其一)

♡

设 𝑝为奇素数，ℎ𝑝 为分圆域 𝐾 = Q(𝜁)(𝜁 = 𝜁𝑝) 的类数，如有 𝑝 ∤ ℎ𝑝，则费马方程 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 没有满足

𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧 ≠ 0的整数解。

注开始证明之前，我们先进行一些约简，从而给自己更多的条件。在上述加了 𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧的条件下，如果 𝑝 = 3我
们可以很容易地推出 𝑥3, 𝑦3, 𝑧3 ≡ ±1(mod9)，此时可得 𝑥3 + 𝑦3 ≡ 0,±2 ≠ ±1 ≡ 𝑧3 (mod9)，故我们可以进一步假设
𝑝 ≥ 5。接着，如果 𝑥 ≡ 𝑦 ≡ −𝑧(mod𝑝)，则可以推出 𝑝 ∤ 𝑧, 3𝑧𝑝 ≡ 0(mod𝑝) 矛盾，即我们可以假设 𝑥 . 𝑦(mod𝑝)。
最后，如果 𝑑 = (𝑥, 𝑦)则有 𝑑 | 𝑧，(𝑥/𝑑, 𝑦/𝑑, 𝑧/𝑑)也是原方程的解，所以还能假设 𝑥, 𝑦, 𝑧两两互素。带着假设，在

整数环 Z[𝜁] 中我们把 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 重写为

(𝑥 + 𝑦) (𝑥 + 𝜁 𝑦)...(𝑥 + 𝜁 𝑝−1𝑦) = 𝑧𝑝

证明 (1)我们需要先了解 Z[𝜁] 的一些性质
(i)Z[𝜁]中的 𝑝个主理想 (𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦)两两互素。反之，存在 𝑖 < 𝑗 和公共素理想因子 𝔭使得 𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦 ≡ 𝑥 + 𝜁 𝑗 𝑦 ≡

0(mod𝔭)，从而
0 ≡ (𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦) − (𝑥 + 𝜁 𝑗 𝑦) ≡ 𝜁 𝑖𝑦(1 − 𝜁 𝑗−𝑖) ≡ 𝜁 𝑖 1 − 𝜁

𝑗−𝑖

1 − 𝜁 𝑦(1 − 𝜁)(mod𝔭)

由于 𝜁, 1−𝜁 𝑗−𝑖
1−𝜁 ∈ 𝑈𝐾，故 𝑦(1 − 𝜁) ≡ 0(mod𝔭)，类似地由

0 ≡ 𝜁 𝑗 (𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦) − 𝜁 𝑖 (𝑥 + 𝜁 𝑗 𝑦) = 𝜁 𝑖𝑥(1 − 𝜁 𝑗−𝑖) (mod𝔭)

给出 𝑥(1− 𝜁) ≡ 0(mod𝔭)。接着由于 (𝑥, 𝑦) = 1互素，故有 1− 𝜁 ≡ 0(mod𝔭)，即 𝔭| (1− 𝜁)。由于 (1− 𝜁)是 Z[𝜁]的
素理想且有分歧 𝑝𝑂𝐾 = (1 − 𝜁) 𝑝−1从而有 𝔭 = (1 − 𝜁) = (1 − 𝜁 𝑖)。进一步推导可得

𝑥 + 𝑦 ≡ 𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦 ≡ 0(mod𝔭), 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝔭 ∩ Z = 𝑝Z, 𝑥 + 𝑦 ≡ 0(mod𝑝)

由此可得 𝑧𝑝 ≡ 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 ≡ 𝑥 + 𝑦 ≡ 0(mod𝑝), 𝑝 | 𝑧，与 𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧矛盾。
(ii)对每个 𝑎 ∈ Z[𝜁] 均存在 𝑏 ∈ Z使得 𝑎𝑝 ≡ 𝑏(mod𝑝)，我们只需要将 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁 + ... + 𝑎𝑝−1𝜁

𝑝−1 的形式

表达出来，再直接计算

𝑎𝑝 ≡ 𝑎𝑝0 + 𝑎
𝑝
1 𝜁

𝑝 + ... + 𝑎𝑝𝑝−1 (𝜁
𝑝−1) 𝑝 = 𝑎𝑝0 + 𝑎

𝑝
1 + ... + 𝑎

𝑝
𝑝−1 (mod𝑝)
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4.3 岩泽理论

即可构造出 𝑏 = 𝑎𝑝0 + 𝑎
𝑝
1 + ... + 𝑎

𝑝
𝑝−1 ∈ Z。

(iii)如果 𝑛 | 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁 + ... + 𝑎𝑝−1𝜁
𝑝−1 满足至少有一个 𝑎𝑖 = 0，则 ∀𝑖, 𝑛 | 𝑎𝑖。这是整基的显然性质，即

{1, 𝜁 , ..., 𝜁 𝑝−1}中任意 𝑝−1个元素都是整基。虽然平常我们都写完全，但实际做基时可以少一个元素，比如 𝑝 = 3
时，𝑎0 + 𝑎1𝜔 + 𝑎2𝜔

2 = 𝑎0 + 𝑎1𝜔 + 𝑎2 (−1 − 𝜔) = (𝑎0 − 𝑎2) + (𝑎1 − 𝑎2)𝜔。
(2)我们将原来的方程分解式看成理想的分解式

𝑝−1∏
𝑖=0
(𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦) = (𝑧) 𝑝

由于左边的理想两两互素，故存在理想 𝔞𝑖 使得 (𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦) = 𝔞𝑝𝑖 ∈ 𝑃𝐾，即 𝔞𝑖 的等价类满足 (𝔞𝑖 + 𝑃𝐾 ) 𝑝 = 1为理想
类群 𝐶𝐾 的单位元。由于 𝑝 ∤ ℎ𝐾，即 𝐶𝐾 中没有 𝑝阶元，故只能让 𝔞𝑖 + 𝑃𝐾 = 1为单位元，即 𝔞𝑖 ∈ 𝑃𝐾 为主理想。
我们设 𝔞𝑖 = (𝑎), 𝑎 ∈ Z[𝜁]，则有 𝑥 + 𝜁 𝑖𝑦 = 𝜀𝑎𝑝 , 𝜀 ∈ 𝑈𝐾 , 𝜀 = 𝜁𝑟𝜀1, 𝜀1 ∈ R，我们考虑 𝑖 = 1的情况，则有

𝑥 + 𝜁 𝑦 = 𝜁𝑟𝜀1𝑎
𝑝 ≡ 𝜁𝑟𝜀1𝑏(mod𝑝)

类似地有 𝑥 + 𝜁 𝑦 ≡ 𝜁−𝑟𝜀1𝑏(mod𝑝) 故有 𝜁−𝑟 (𝑥 + 𝜁 𝑦) ≡ 𝜁𝑟 (𝑥 + 𝜁 𝑦) (mod𝑝)，化简可得

𝑥 + 𝜁 𝑦 − 𝜁2𝑟𝑥 − 𝜁2𝑟−1𝑦 ≡ 0(mod𝑝)

如果 {1, 𝜁 , 𝜁2𝑟 , 𝜁2𝑟−1}互不相同则有 𝑝 | 𝑥, 𝑝 | 𝑦，与 𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧矛盾。故其中至少有两个相等，又显然有 1 ≠ 𝜁, 𝜁2𝑟 ≠

𝜁2𝑟−1, 1 = 𝜁2𝑟−1 ⇔ 𝜁 = 𝜁2𝑟，故只有 C2
4 − 3 = 3种情况需要再做讨论。

(3)(i)当 1 = 𝜁2𝑟 时，上式可化为 𝜁 𝑦 − 𝜁−1𝑦 ≡ 0(mod𝑝)，即有 𝑝 | 𝑦，与 𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧矛盾。
(ii)当 1 = 𝜁2𝑟−1 ⇔ 𝜁 = 𝜁2𝑟 时，上式可化为 (𝑥 − 𝑦) − (𝑥 − 𝑦)𝜁 ≡ 0(mod𝑝)，即有 𝑝 | 𝑥 − 𝑦，与 𝑥 . 𝑦(mod𝑝)

矛盾。

(iii)当 𝜁 = 𝜁2𝑟−1时，上式可化为 𝑥 − 𝜁2𝑥 ≡ 0(mod𝑝)，即有 𝑝 | 𝑥，与 𝑝 ∤ 𝑥𝑦𝑧矛盾。

定理 4.8 (Kummer定理其二)

♡

设 𝑝为奇素数，ℎ𝑝 为分圆域 𝐾 = Q(𝜁)(𝜁 = 𝜁𝑝) 的类数，如有 𝑝 ∤ ℎ𝑝，则费马方程 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝑧𝑝 没有满足

𝑝 | 𝑥𝑦𝑧 ≠ 0的整数解。

注 我们可以试着把定理加强，有时反而可能会更好证明。我们把无整数解加强为无 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Z[𝜁] 的解，由于
(1 − 𝜁) |𝑝(可以由主理想 (𝑝)在 Z[𝜁𝑝]上分歧得到)，所以我们把满足 𝑝 | 𝑥𝑦𝑧的条件加强为 (1 − 𝜁) |𝑥𝑦𝑧，读者需要
注意我们所加的条件都是在扩大可能的无解范围。然后加上 𝑥, 𝑦, 𝑧两两互素是毫无悬念的简化，由互素性和上一

个条件，我们可以进一步假设 (1− 𝜁) | 𝑧，即令 𝑧 = (1− 𝜁)𝑚𝑧0, 𝑧0 ∈ Z[𝜁]，此时条件为 (1− 𝜁) ∤ 𝑥𝑦𝑧0，设任一单位
𝜀 ∈ 𝑈𝐾，方程进一步强化为 (取 𝜀 = 1就是原来的方程了)

𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 = 𝜀(1 − 𝜁) 𝑝𝑚𝑧𝑝0
至于怎么证明，其与我们代数数论不是主要关系，所以不做深入探究，想了解的读者可以参考这本书 [30]。

4.3 岩泽理论
与代数数论有着紧密关系，又有着与解析数论的不浅联系，这就是我们将要介绍的岩泽理论 (Iwasawa The-

ory)，下面的大部分内容摘自这本书 [47]的第十章。所谓岩泽理论实际就是指由日本数学家岩泽健吉所研究的
理论，其本身应该具备的内涵是丰富的，而通常情况下指的就是两个关于理想类群和分圆域的定理，当然了各

种等价和变形都看成一个，我想在这里指出，如果真的想要理解和研究岩泽理论的话，就不应该去看像“岩泽理

论简介”之类的文章，比如我将要写的内容，而应该去看分圆域的相关书籍，比如 GTM的这几本书 [5, 21, 33]。
在数学领域中一般很少给理论冠上人名，冠上人名的理论一般都是在一个理论进行了很深入的研究、获得了一

些艰辛的结论、并且具有深挖的可能，不拿分圆域之于岩泽理论来说事，在以前就有不少的例子，抽象代数之于

伽罗瓦理论、微分流形之于黎曼几何，其中的最后一点也是很重要的，如果这些结论没有继续探索的方向，或者

说没有留下一些猜想，或者说没有人去研究它，那么它的最后就是 XX定理，而不是 XX理论，不过岩泽理论也
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4.3 岩泽理论

算是吃上了时代红利。

岩泽公式

首先，我们要将岩泽理论所研究的对象给构造出来，并引出作为岩泽理论起点的岩泽公式。对于数域 𝐾，如

果它的扩域 𝐾 ′满足 𝐺𝑎𝑙 (𝐾 ′/𝐾) � Z𝑝，就把 𝐾 ′称为 𝐾 的 Z𝑝 扩域，这里使用的是 p进整数 Z𝑝 的加法群结构，虽
然定义看起来挺奇怪的，但每个数域都可以构造出这样的一个扩域来。我们记 n次单位根为 𝜁𝑛 = 𝑒

2𝜋𝑖
𝑛 ，考虑伽

罗瓦群的同构

𝐺𝑎𝑙 (Q(𝜁𝑝𝑛+1 )/Q) � (Z/𝑝𝑛+1Z)× � (Z/𝑝Z)× × (Z/𝑝𝑛Z)

前半部分是分圆域的经典性质了，我们只需把 𝜎(𝜁𝑛) = 𝜁𝑚𝑛 , 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙 (Q(𝜁𝑛)/Q) 对应到 𝑚 ∈ (Z/𝑛Z)× 即可，
后半部分来自于 p进单位的性质 Z×𝑝 = (Z/𝑝Z)× × (1 + 𝑝Z𝑝)，然后使用指对数变换 exp : Z𝑝 → (1 + 𝑝Z𝑝), log :
(1 + 𝑝Z𝑝) → Z𝑝 进一步转化为 Z×𝑝 = (Z/𝑝Z)× × Z𝑝，接着使用逆向极限来看待 p进整数就有 (lim←−−𝑛 Z/𝑝

𝑛+1Z)× =

(Z/𝑝Z)××lim←−−𝑛 Z/𝑝
𝑛Z，分离可得我们想要的结果。交换群是显然的，所以 (Z/𝑝Z)×可以视为正规子群 (Z/𝑝Z)××{1}

作用在Q(𝜁𝑝𝑛+1 )上，根据伽罗瓦理论，我们可以得到相应的不变子域，我们设其为Q𝑛 = Q(𝜁𝑝𝑛+1 ) (Z/𝑝Z)
× ⊂ Q(𝜁𝑝𝑛+1 )

且有同构 𝐺𝑎𝑙 (Q𝑛/Q) � Z/𝑝𝑛Z，我们令 Q∞ = ∪𝑛Q𝑛，则有

𝐺𝑎𝑙 (Q∞/Q) � lim←−−
𝑛

Z/𝑝𝑛Z = Z𝑝

接着，扩张到一般数域 𝐾 上，只需简单的相乘 𝐾∞ = 𝐾Q∞ = {𝑘𝑞 | 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑞 ∈ Q∞}即有

𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/𝐾) � 𝐺𝑎𝑙 (Q∞/𝐾 ∩ Q∞) � 𝑝𝑛Z𝑝 � Z𝑝

第一部分是群的同构定理，第二部分则是因为 𝐺𝑎𝑙 (Q∞/Q) � Z𝑝 的闭子群只能是 𝑝𝑛Z𝑝 的形式，最后一部分

是简单的平移同构。接着我们来换个视角，即假设已知 Z𝑝 扩张 𝐾∞/𝐾,𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/𝐾) � Z𝑝 看看能得到什么，一个
简单的想法是考虑伽罗瓦群的正规闭子群 Z/𝑝𝑛Z，然后考虑伽罗瓦对应得到的同构 𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑛/𝐾) � Z/𝑝𝑛Z，即可
以获得一个域扩张塔

𝐾 = 𝐾0 ⊂ 𝐾1 ⊂ ... ⊂ 𝐾∞ = ∪𝑛𝐾𝑛

最后对于得到的这些对象 𝐾 = 𝐾0, 𝐾1, 𝐾2, ..., 𝐾∞ = ∪𝑛𝐾𝑛，我们有下面的著名定理。

定理 4.9 (Iwasawa’s Theorem)

♡

对于数域 𝐾 的一个 Z𝑝 扩张 𝐾∞/𝐾，设得到的扩张塔为 𝐾 = 𝐾0 ⊂ 𝐾1 ⊂ ... ⊂ 𝐾∞，并记 ℎ𝑛 = |𝐶𝐾𝑛 |为 𝐾𝑛的

理想类群 𝐶𝐾𝑛 的元素个数，𝑝
𝑒𝑛 | ℎ𝑛, 𝑝𝑒𝑛+1 ∤ ℎ𝑛(或简写为 𝑝𝑒𝑛 | | ℎ𝑛)。则存在整数 𝜆 > 0, 𝜇 > 0, 𝑣, 𝑛0使得任

意 𝑛 ≥ 𝑛0都有

𝑒𝑛 = 𝜆𝑛 + 𝜇𝑝𝑛 + 𝑣

对于此定理我们需要知道，其条件应该是数域 𝐾 和 Z𝑝 扩域 𝐾∞ ⊂ 𝐾 (𝜁𝑝∞ ) = ∪𝑛𝐾 (𝜁𝑝𝑛 )，我们所给的例子也
叫做分圆 Z𝑝扩域，由于伽罗瓦群同构并不能得到扩域同构，所以 Z𝑝扩域本身可能不唯一，而后面的扩张塔则是

由伽罗瓦理论导出是唯一存在确定的，所以四个常数 𝜆, 𝜇, 𝑣, 𝑛0 依赖于 𝐾 和 𝐾∞。实际上还能得到对于我们所给

的分圆 Z𝑝 扩域有 𝜇 = 0，我们来给些更具体的例子，条件 𝑝𝑒𝑛 | | ℎ𝑛实际在告诉你我们在考虑理想类群的 p-Sylow
子群，我们干脆就简单地记它为 𝐴𝐾𝑛 ≤ 𝐶𝐾𝑛，于是题意为 ℎ𝑛 = |𝐴𝐾𝑛 |。考虑 𝐾 = Q，并使用我们构造的分圆 Z37

扩域，则有 𝐾𝑛 = Q(𝜁37𝑛 )，此时比较简单地有

𝐴𝐾𝑛 � Z/37𝑛Z, ℎ𝑛 = 37𝑛, 𝑒𝑛 = 𝑛, 𝜆 = 1, 𝜇 = 0, 𝑣 = 0, 𝑛0 = 1
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4.3 岩泽理论

如果使用分圆 Z691 扩域，则有 𝐾𝑛 = Q(𝜁691𝑛 )，并且可得

𝐴𝐾𝑛 � Z/691𝑛Z ⊕ Z/691𝑛Z, ℎ𝑛 = 691𝑛691𝑛, 𝑒𝑛 = 2𝑛, 𝜆 = 2, 𝜇 = 0, 𝑣 = 0, 𝑛0 = 1

稍微复杂点，我们令 𝐾 = Q(
√
−31)考虑分圆 Z3 扩域，则有 𝐾𝑛 = 𝐾 (𝜁3𝑛 )，并且可得

𝐴𝐾𝑛 � Z/3𝑛Z, ℎ𝑛 = 3𝑛, 𝑒𝑛 = 𝑛, 𝜆 = 1, 𝜇 = 0, 𝑣 = 0, 𝑛0 = 1

我们令 𝐾 = Q(
√
−1399) 考虑分圆 Z3扩域，则有 𝐾𝑛 = 𝐾 (𝜁3𝑛 )，并且可得

𝐴𝐾𝑛 � Z/3𝑛+2Z ⊕ Z/3𝑛−1Z, 𝑒𝑛 = 2𝑛 + 1(𝑛 ≥ 2), 𝜆 = 2, 𝜇 = 0, 𝑣 = 1, 𝑛0 = 2

我们令 𝐾 = Q(
√
−762)考虑分圆 Z3扩域，则有 𝐾𝑛 = 𝐾 (𝜁3𝑛 )，并且可得

𝐴𝐾𝑛 � Z/3𝑛Z ⊕ Z/35Z(𝑛 ≥ 5), 𝑒𝑛 = 𝑛 + 5, 𝜆 = 1, 𝜇 = 0, 𝑣 = 5, 𝑛0 = 5

有了上面这么多的例子，理解这个定理应该是小菜一碟的事了。至于怎么构造一个非分圆 Z𝑝 扩域，典型例

子就是逆分圆 Z𝑝 扩域 (anticyclotomic Z𝑝-extension)，它只能定义在虚二次域上，在此之前我们先来得到所有 Z𝑝
扩域的个数，回忆单位群 𝑈𝐾 = 𝑂×𝐾，𝑟 = rankZ (𝑈𝐾 ) 表示其自由子群的秩，𝔭为 𝑂𝐾 的一个素理想则相应对应着

𝐾 的一个素点，其完备化得到的局部域记为 𝐾𝔭，此时我们定义一个对角映射

Δ : 𝑈𝐾 →
∏
𝔭 | (𝑝)

𝑈𝐾𝔭 , 𝑢 ↦→ (𝑢, 𝑢, ..., 𝑢)

主理想 (𝑝) ⊂ Z在 𝐾 上的素理想分解个数有限，所以映射右边笛卡尔积个数也是有限的，所谓的 Leopoldt
误差 (Leopoldt defect)指 𝛿𝐾 = rankZ (kerΔ)，而 Leopoldt猜想为：对任意数域 𝐾 有 𝛿𝐾 = 0，其等价于上述对角映
射为单射。设 𝑆∞ (𝐾)表示数域 𝐾 的所有阿基米德素点，则我们可以得到 Leopoldt误差的一个估计式为

0 ≤ 𝛿𝐾 ≤
|𝑆∞ (𝐾) | − 1

2
设 �̃� 表示数域 𝐾 所有 Z𝑝 扩域的复合

2，则可以证明

𝐺𝑎𝑙 (�̃�/𝐾) � Z𝑟2+1+𝛿𝐾𝑝

这里的指数 𝑟2+1+𝛿𝐾 就是 Z𝑝扩域的个数。考虑虚二次域 𝐾 = Q(
√
−𝑑)，我们有 𝑛 = 2, 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 1, |𝑆∞ (𝐾) | =

𝑟1 + 𝑟2 = 1，由估计式可得 𝛿𝐾 ≤ 1−1
2 = 0，即满足 Leopoldt猜想，进一步计算有 𝑟2 + 1 + 𝛿𝐾 = 2，即

𝐺𝑎𝑙 (�̃�/𝐾) � Z2
𝑝

换言之，𝐾 有两个 Z𝑝 扩域，一个是我们的分圆 Z𝑝 扩域 𝐾𝑐𝑦𝑐 = 𝐾∞，我们把另一个记为 𝐾𝑎𝑐𝑡𝑖 并称为逆分

圆 Z𝑝 扩域。这个性质 𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑐𝑦𝑐𝑛 /𝐾) � 𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑎𝑐𝑡𝑖𝑛 /𝐾) � Z/𝑝𝑛Z 是定义给出的显然结果，它们的主要区别在于，
𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑐𝑦𝑐/Q) 为交换群，而 𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑎𝑐𝑡𝑖/Q) � Z𝑝 ⋊ Z/2Z ⊂ D∞，这里使用的是半直和，其结果不一定是交换群
而是无限二面体群，设 D2𝑛 = {𝑎𝑠𝑏𝑡 | 𝑎𝑛 = 1, 𝑏2 = 1, 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎−1} 表示二面体群，则有 D∞ = ∪D2𝑛。通常我们把

𝜆, 𝜇, 𝑣 称为 Z𝑝 扩张 𝐾∞/𝐾 的岩泽不变量 (Iwasawa invariant)，至于这里的 𝑛0 只是足够大 𝑛的一个下界，学者并

不怎么关心它，在这篇论文 [17]中，我们可以找到更多非分圆 Z𝑝 扩域的计算实例，其借助了逆分圆 Z𝑝 扩域的
工具，有兴趣的读者可以自行探索。

2即把所有 Z𝑝 扩域使用一般乘法乘起来，由于它们都是 𝐾𝑎𝑏(阿贝尔闭包)的子域，所以运算是可以互相兼容的
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4.3 岩泽理论

岩泽代数

岩泽公式显然不可能是终点，而是起点，我们很自然地会去思考如何去计算特定数域的岩泽不变量 𝜆, 𝜇, 𝑣。

在数论里最爱做的事就是对应了，会不会还有一个什么类似的对象也有着同样的不变量呢？确实有，我们设 𝑅

为完备赋值环3，其唯一极大理想的生成元为 𝜋 ∈ (𝜋) ⊂ 𝑅，𝑅[[𝑋]] = {
∞∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑋
𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝑅}表示形式幂级数环，此

时我们有定理。

定理 4.10 (Weierstrass preparation theorem)

♡

任意非零形式幂级数 0 ≠ 𝑓 (𝑋) ∈ 𝑅[[𝑋]]，可以唯一地写为下面的形式

𝑓 (𝑋) = 𝜋𝜇 (𝑋𝜆 + 𝑎1𝑋
𝜆−1 + ... + 𝑎𝜆)𝑢(𝑋)

其中 𝜇, 𝜆 ∈ Z≥0, 𝑎1, ..., 𝑎𝜆 ∈ (𝜋) = 𝜋𝑅, 𝑢(𝑋) ∈ 𝑅[[𝑋]]×

定理的证明到处都有没啥好说的，关键在于其给出了非零形式幂级数 𝑓 的两个不变量 𝜇( 𝑓 ), 𝜆( 𝑓 )。讨论另一
个例子前，我们插播一个抽象代数中模的定理。

定理 4.11 (有限生成模的结构定理)

♡

(1)设 𝑅是 PID(主理想整环)，𝑀 是有限生成 𝑅-模，Tor𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑀 | ∃𝑎 ≠ 0, 𝑎𝑥 = 0}为 𝑀 的挠子模，则

存在自由子模 𝑁 使得有唯一分解

𝑀 = Tor𝑀 ⊕ 𝑁

(2) 设 𝑀 为有限生成挠模 (即 Tor𝑀 = 𝑀)，设其零化子 Ann𝑀 = {𝑎 ∈ 𝑅 | ∀𝑥 ∈ 𝑀, 𝑎𝑥 = 0} 有 Ann𝑀 =

(𝑎), 𝑎 ∈ 𝑅，生成元的唯一分解为 𝑎 = 𝑢𝑝𝑛1
1 ...𝑝

𝑛𝑟
𝑟 ，𝑝𝑖 为互不相伴的素元，𝑢 ∈ 𝑅× 为可逆元，则有唯一分解

𝑀 = 𝑀/(𝑝𝑛1
1 ) ⊕ ... ⊕ 𝑀/(𝑝

𝑛𝑟
𝑟 )

其中 𝑀/(𝑝𝑛𝑖𝑖 ) = {𝑥 ∈ 𝑀 | 𝑝
𝑛𝑖
𝑖 𝑥 = 0}是 𝑀 的子模。

上述定理的一个典型应用就是将有限生成交换群看成一个 Z-模，从而得到有限生成交换群的基本定理。同
样地考虑交换环 𝐴 = 𝑅[[𝑋]] 上的有限生成挠模 𝑀，但由于 𝑅 并不是主理想整环，所以我们要弱化模同构的条

件，对于模同构 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 有：| ker 𝑓 | = 1⇔ 𝑓为单射、|coker 𝑓 | = 1⇔ 𝑓为满射。于是对于模同态 𝑓 : 𝑀 → 𝑁，

如果满足 | ker 𝑓 |, |coker 𝑓 |均有限，就把 𝑓 称为伪同构 (pseudo-isomorphism)，在这种意义下，对任意的有限生成
挠 𝐴-模 𝑀 都有唯一伪同构分解

𝑀 ∼ 𝐴/( 𝑓 𝑛1
1 ) ⊕ ... ⊕ 𝐴/( 𝑓

𝑛𝑟
𝑟 )

我们把 𝑓 = 𝑓 𝑛1
1 ... 𝑓 𝑛𝑟𝑟 生成的 𝐴的理想 ( 𝑓 ) = 𝑓 𝐴称为 𝑀 的特征理想，并记为 Char(𝑀)，再进一步定义一些

不变量为 𝜆(𝑀) = 𝜆( 𝑓 ), 𝜇(𝑀) = 𝜇( 𝑓 )。接着我们来把这些内容与上一节联系起来，考虑 Z𝑝 扩张 𝐾∞/𝐾，我们记
Γ = 𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/𝐾) � Z𝑝 ,Λ = Z𝑝 [[Γ]]，𝑋 = lim←−−𝑛 𝐴𝐾𝑛，我们先要说明 𝑋 是一个 Λ-模。去除逆向极限，即相当于说
明 𝐴𝐾𝑛 是一个 Λ𝑛-模 (Λ𝑛 = Z𝑝 [[𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑛/𝐾)]])，设 𝐾𝑛 的极大非分歧阿贝尔 p扩域为 𝐿𝑛，并记 𝐿∞ = ∪𝑛𝐿𝑛，由
整体域的互反律可得同构，并可以进一步得到作用

𝐴𝐾𝑛 � 𝐺𝑎𝑙 (𝐿𝑛/𝐾𝑛), 𝐺𝑎𝑙 (𝐾𝑛/𝐾) × 𝐺𝑎𝑙 (𝐿𝑛/𝐾𝑛) → 𝐺𝑎𝑙 (𝐿𝑛/𝐾𝑛), (𝜎, 𝑠) ↦→ �̃�𝑠�̃�−1

其中 �̃�是 𝜎在 𝐺𝑎𝑙 (𝐿𝑛/𝐾𝑛) 上的延拓 (即满足 �̃� |𝐾 = 𝜎)，因为 𝐺𝑎𝑙 (𝐿𝑛/𝐾𝑛) 是交换群，故 �̃�可以任意选取。

验证没什么好说的，总结可得下面的核心定理。

3即存在局部域 𝐾 使得 𝑅 = 𝑂𝐾，典型例子为 p进整数环 Z𝑝 = 𝑂Q𝑝
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4.3 岩泽理论

定理 4.12

♡
对任意数域 𝐾，记 Λ = Z𝑝 [[𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/𝐾)]]，则 𝑋 = lim←−−𝑛 𝐴𝐾𝑛 是一个有限生成挠 Λ-模。

读者需要知道的是，这部分的内容实际上是为了证明前一部分的岩泽公式而准备的，正是因为这个定理，我

们可以将 𝐴𝐾𝑛 的阶数计算转移到一个有特殊构造的有限生成挠模上 (模的不变量就是岩泽公式中的不变量)，而
且在这部分更核心的内容中，我们可以看到岩泽不变量 𝜆, 𝜇, 𝑣 实际是来自一个无穷形式幂级数的，那么由此来

迈向分析那一边就是一个自然的想法了。

岩泽主猜想

黎曼函数 𝜁 (𝑠)，想必基本所有学数学的人都很熟悉，它的局部表达式为 Re(𝑧) > 1, 𝜁 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠
，𝑧 = 1是

它的唯一极点，由复变解析函数的唯一延拓定理来保证全纯点的取值。更进一步，对于一个狄利克雷特征 𝜒 :
N − {0} → (Z/𝑁Z)× → C×，我们还能定义狄利克雷 L函数为

𝐿 (𝑠, 𝜒) =
∞∑
𝑛=1

𝜒(𝑛)
𝑛𝑠

,Re(𝑧) > 1

对于平凡特征 𝜒 = 1 : 𝑥 ↦→ 𝑥有 𝐿 (𝑠, 1) = 𝜁 (𝑠)，学数论的人应该也是十分熟悉的。接着我们需要构造与 L函
数类似的在 p进域中的函数，直接用狄利克雷 L函数像下面这样定义

𝐿𝑝 (1 − 𝑟, 𝜒) = (1 − 𝜒𝜔−𝑟 (𝑝)𝑝𝑟−1)𝐿 (1 − 𝑟, 𝜒𝜔−𝑟 )

并不是明智的选择，我们知道伯努利数可以拿来计算整点处的函数值，所以我们决定采用伯努利数来定义

会更本质一些，广义伯努利数由下面函数生成

𝑁∑
𝑗=1

𝜒( 𝑗)𝑡𝑒 𝑗𝑡
𝑒𝑁𝑡 − 1

=
∞∑
𝑚=0

𝐵𝑚,𝜒
𝑡𝑚

𝑚!

选取平凡特征时退化为常规的伯努利数，更细致的探究就不讲了，可以参考这本书 [20]或这篇文章 [4]，根
据我们的核心书籍 [33]可以得到对任意整数 𝑚 ≥ 1有

𝐿 (1 − 𝑚, 𝜒) = −
𝐵𝑚,𝜒

𝑚

我们的目的是将 L 函数从复数域 C 扩展到 p 进数域，由于分析完备的要求，有两种选择 Q𝑝 → Q𝑝 或

C𝑝 → C𝑝，我们倾向于选择后者，实际上就和我们从实数域 R 和复数域 C 中选择 C 一样，分析和代数的双

重完备才有将代数与分析联系起来的可能。只不过它也是存在性的，并且在可数个点上满足我们的需求，而没

有 Re(𝑧) > 1这么大的范围。

定理 4.13 (Kubota,Leopoldtp)

设狄利克雷特征为 𝜒 : (Z/𝑁Z) → Q ↩→ Q𝑝
×
，Teichmüller特征为 𝜔(𝑥) 𝑝 = 𝜔(𝑥), 𝑥 ∈ Z在 Z×𝑝 中的唯一解

𝜔(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑝
𝑛

(1)对于非平凡的 𝜒 ≠ 1，存在唯一的定义在 {𝑠 ∈ C𝑝 | |𝑠 |𝑝 < 𝑝−
𝑝
𝑝−1 }上的 p进亚纯函数 𝐿𝑝 (𝑠, 𝜒)满足对任

意正整数 𝑛 > 0有
𝐿𝑝 (1 − 𝑛, 𝜒) = −(1 − 𝜒𝜔−𝑛 (𝑝)𝑝𝑛−1)

𝐵𝑛,𝜒𝜔−𝑛

𝑛

(2)对于平凡的 𝜒 = 1，存在唯一除极点 𝑠 = 1外处处解析的 p进亚纯函数 𝐿𝑝 (𝑠, 1)满足和上面一样的等式，
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4.3 岩泽理论

♡
且 𝑠 = 1是留数为 1 − 1

𝑝 的一阶极点。

不要因为这里的狄利克雷特征换了个值域就不认得了，值得注意的是特征 𝜒𝜔−𝑛 通常在互素情况 (𝑎, 𝑝) = 1
下有 𝜒𝜔−𝑛 (𝑎) = 𝜒(𝑎)𝜔−𝑛 (𝑎)，一般情形下则并不一定如此，𝐿𝑝 (𝑠, 𝜒)也被称为 Kubota–Leopoldtp进 L函数。既
然解析的函数已经到手了，那么下一步计划自然就是往代数那边靠拢了，我们有下面的定理。

定理 4.14 (Iwasawa)

♡

设狄利克雷特征 𝜒 : (Z/𝑁Z) → Q𝑝
×
, 𝑛 ≠ 1, 𝑝𝑛 (𝑛 ≥ 2)、完备赋值环 𝑂𝜒 = Z𝑝 [𝜒]和 1 + 2𝑝Z𝑝 的拓扑生成元

𝑢，则存在函数 1
2𝑔𝜒 (𝑇) ∈ 𝑂𝜒 [[𝑇]] 满足

𝐿𝑝 (𝑠, 𝜒) = 𝑔𝜒 (𝑢𝑠 − 1)

如果取平凡特征 𝜒 = 1就有 𝑂1 = Z𝑝 [1] = Z𝑝，因此 𝑂𝜒 [[𝑇]] 实际就是我们之前讨论的 Λ = Z𝑝 [[𝑇]] 的推广，
因此我们需要去扩展代数那边 Λ和 𝑋 的内涵，即有

Λ𝜒 = 𝑂𝜒 [[𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/𝐾)]], 𝑋𝜒 = 𝑋 ⊗Λ𝑁0
Λ𝜒

其中Λ𝑁0 = Z𝑝 [[𝐺𝑎𝑙 (𝐾∞/Q)]], 𝑁 = 𝑁0𝑝
𝑎, (𝑁0, 𝑝) = 1，并且可得 𝑋𝜒是一个有限生成挠Λ𝜒-模，其特征理想满

足Char(𝑋𝜒) ⊂ Λ𝜒。如果让特征 𝜒加上一些限制使得 𝜒−1𝜔满足上一个定理的条件，就能得到 1
2𝑔𝜒−1𝜔 (𝑢𝑠−1) ∈ Λ𝜒，

于是我们的核心猜想就呼之欲出了。

定理 4.15 (The Main Conjecture of Iwasawa Theory)

♡

对任意的数域 𝐾、分圆 Z𝑝 扩域 𝐾∞/𝐾 和特征 𝜒(−1) = −1, 𝜒 ≠ 𝜔,Q𝜒 ∩ Q∞ = Q有

Char(𝑋𝜒) = (
1
2
𝑔𝜒−1𝜔 (𝑇))

这是一个主理想等式，也是岩泽主猜想的原始形式，实际在证明的时候主要是先找到左右两边的生成元

𝑓𝜒 (𝑇) 和 𝑔𝜒 (𝑇)，再主要分析 𝑓𝜒 (𝑇) = 𝑔𝜒 (𝑇)，这也是大多数书籍对主猜想的表述，但于我个人而言更喜欢原
始的表达，主要是那种十分迷人的不对称感，和让人激动不已的 1

2，不过主要还是因为生成元的严格构造链有点

小复杂，不太想在这里用太多笔墨来介绍，写的人烦看的人也烦，简简单单才是最好的理解，复杂的东西就留给

证明吧，至于岩泽主猜想的另一种更迷惑表达 Char(𝑋𝜒) = Char(𝐸∞/𝐶∞)𝜒 就不拿出来献丑了。回想我们最开始
的目的，是估计 𝐴𝐾 的阶数，通过上面的主猜想，在一些特殊情况下，我们确实可以得到相应的数值。

定理 4.16 (阿贝尔复扩域的阶数估计)

♡

设 𝐹是Q的阿贝尔复扩域，𝑝为奇素数 (𝑝, 𝑛) = 1, 𝑛 = [𝐹,Q]，𝜒为符合条件的狄利克雷特征，𝑔 = [𝑂𝜒 : Z𝑝]，
𝐴
𝜒
𝐹 = 𝐴𝐹 ⊗Z𝑝 [𝐺𝑎𝑙 (𝐹/Q) ] 𝑂𝜒，则有

|𝐴𝜒𝐹 | = |𝑂𝜒/(𝐿𝑝 (0, 𝜒
−1𝜔)) |

𝑣𝑝 ( |𝐴𝜒𝐹 |) = 𝑔𝑣𝑝 (𝐿𝑝 (0, 𝜒
−1))

这下懂了什么叫代数与分析的联系吗？实际上，在岩泽理论之前就有过复分析函数与数论对象阶数估计的

关系研究定理，没错，就是类数公式，不如说岩泽理论就是在此基础上发展出来的，我们接下来就讨论这个。

∏
𝜒∈𝑋,𝜒≠1

𝐿 (1, 𝜒) = 2𝑟1 (2𝜋)𝑟2𝑅𝐾 ℎ𝐾
𝜔𝐾

√
|𝑑𝐾 |

, 𝜁𝐾 (𝑠) =
∏
𝜒∈𝑋

𝐿 (1, 𝜒)

∏
𝜒∈𝑋,𝜒≠1

(1 − 𝜒(𝑝)
𝑝
)−1𝐿𝑝 (1, 𝜒) =

2𝑛−1𝑅𝑝 (𝐾)ℎ𝐾√
Δ𝐾
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第五章 解析数论

解析数论就是用分析学的方法来研究数论，这就是一句废话，但事实就是如此，而我们使用的分析学函数，

无非就是 L函数家族。对于解析数论我们很难有一套成型而且系统的理论，其基本都是都是对 L函数家族家族
的研究，并分布在各个定理的证明中，学习解析数论的最好办法就是以各种著名定理为导向，当然前提是分析

水平不能落下。我们将以解析数论的几个著名问题来构成本章，大部分内容来自这本书 [43]。

5.1 类数公式

狄利克雷 (Dirichlet)级数通论

我们先来承接上一部分内容，讨论类数公式的证明，L函数家族或者狄利克雷级数是整个解析数论的核心，
所以我们有必要来熟悉一下它们。什么是数论函数、积性函数和完全积性函数?就没必要再重复讨论了。但我们
需要把数论函数的概念进一步扩展为 𝑓 : P → 𝑅，其中 P = N − {0}是正整数，𝑅是交换幺环，我们把这样的数
论函数 𝑓 对应一个形式表达式

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∞∑
𝑛=1

𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠

并称为 𝑓 的狄利克雷级数 (简称为 D-级数)，反过来也是一样的，记 𝐷 (𝑅) = {
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
| 𝑎𝑛 ∈ 𝑅}为交换幺环 𝑅

上的所有形式 D-级数，则它与所有数论函数是一一对应的。我们知道所有数论函数 𝑅P = { 𝑓 : P→ 𝑅}关于普通
加法 +和狄利克雷卷积 ∗形成一个整环，故我们也在 𝐷 (𝑅)上构造环结构

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
+
∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝑛𝑠

=
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
𝑛𝑠

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

∞∑
𝑛=1

𝑏𝑛
𝑛𝑠

=
∞∑
𝑟=1

∞∑
𝑘=1

𝑎𝑟𝑏𝑘
𝑟𝑠𝑘𝑠

=
∞∑
𝑛=1

∑
𝑟𝑘=𝑛

𝑎𝑟𝑏𝑘

𝑛𝑠
=
∞∑
𝑛=1

∑
𝑑 |𝑛

𝑎𝑑𝑏 𝑛𝑑

𝑛𝑠

显然可以得到整环同构 𝑅P � 𝐷 (𝑅)，我们把 𝐷 (𝑅) 称为形式 D-级数环。一个十分简单的例子是取整数环
𝑅 = Z和恒值函数 1(𝑛) = 1，则可得到黎曼 zeta函数 𝜁 (𝑠)，取复数环 𝑅 = C和狄利克雷特征 𝜒就得到了狄利克雷

L函数 𝐿 (𝑠, 𝜒)，它们的倒函数或在环中的逆元为

𝐿−1 (𝑠, 𝜒) =
∞∑
𝑛=1

𝜇(𝑛)𝜒(𝑛)
𝑛𝑠

这里的 𝜇(𝑛)是老朋友莫比乌斯函数。对于 D-级数的另一个重要性质是乘积分解，即下面定理。

定理 5.1 (无限和与无限积的转化)
设 𝐿 (𝑠, 𝑓 )是 𝑓 (𝑛)的形式 D-级数，则相应的欧拉 (Euler)乘积有下述性质
(1) 𝑓 为积性函数当且仅当，𝐿 (𝑠, 𝑓 ) 满足

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∏

𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

(1 + 𝑓 (𝑝)𝑝−𝑠 + 𝑓 (𝑝2)𝑝−2𝑠 + ... + 𝑓 (𝑝𝑚)𝑝−𝑚𝑠 + ...) =
∏

𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

(
∞∑
𝑚=0

𝑓 (𝑝𝑚)𝑝−𝑚𝑠)



5.1 类数公式

♡

(2) 𝑓 为完全积性函数当且仅当，𝐿 (𝑠, 𝑓 )满足

𝐿 (𝑠, 𝑓 ) =
∏

𝑝 𝑖𝑠 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒

(1 − 𝑓 (𝑝)𝑝−𝑠)−1

黎曼 zeta函数的重要性体现在不少数论函数的 D-级数都能由它生成，下面是一些简单的对应例子，我们均
取 Z作为基环。

1↔ 𝜁 (𝑠), 𝜇↔ 𝜁 (𝑠)−1, 𝜎𝑘 ↔ 𝜁 (𝑠)𝜁 (𝑠 − 𝑘), 𝜑↔ 𝜁 (𝑠 − 1)
𝜁 (𝑠)

但说到底我们现在依旧只是在讨论形式级数，没有分析就谈不上解析数论了，所有我们先限定一个足够大

的可以分析的环 C，这样 𝜁 (𝑠)和 𝐿 (𝑠, 𝜒)这两个著名的例子都在其中，而且 𝐿 (𝑠, 𝑓 )自己也变成了一个复级数。剩
下的内容都是复分析的结果，我们一笔带过，能理解其意即可。

定理 5.2 (收敛区域存在定理)

♡

对任意级数 𝐹 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
, 𝑎𝑛 ∈ C，记局部和为 𝐴(𝑁) =

𝑁∑
𝑛=1

𝑎𝑛，则

(1)存在扩充实数 −∞ ≤ 𝜎0 ≤ +∞使得，当 Re(𝑠) > 𝜎0 时，级数 𝐹 (𝑠) 收敛，当 Re(𝑠) < 𝜎0 时，级数 𝐹 (𝑠)
发散。并且 𝐹 (𝑠) 在 Re(𝑠) > 𝜎0 的任意紧子集内一致收敛，在 Re(𝑠) > 𝜎0内收敛的函数是解析函数。

(2)若局部和数列 𝐴(𝑁) 发散，则

𝜎0 = inf
𝑎
{𝐴(𝑁) = 𝑂 (𝑁𝑎)} = lim

𝑁→∞
log𝑁 |𝐴(𝑁) |

定理 5.3 (极点位置定理)

♡

若 𝐹 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
, 𝑎𝑛 ≥ 0在 Re(𝑠) > 𝑐内收敛且存在 𝜀 > 0使得 𝐹 (𝑠)在 𝐵(𝑐, 𝜀)内解析a，则存在 0 < 𝜀0 < 𝜀

使得 𝐹 (𝑠) 在 Re(𝑠) > 𝑐 − 𝜀0内收敛。换言之，𝑠 = 𝜎0是 𝐹 (𝑠)的奇点。

a此处主要由复变函数的唯一解析延拓做担保，与之前的收敛没什么关系

定理 5.4 (欧拉乘积存在定理)

♡

(1)我们把 𝜎0称为
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
的收敛横坐标。并把

∞∑
𝑛=1

|𝑎𝑛 |
𝑛𝑠
的收敛横坐标 𝜎1称为

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
的绝对收敛横坐标。

它们的基本关系是

𝜎0 ≤ 𝜎1

(2)设 𝑓 (𝑛)是积性函数，𝐿 (𝑠, 𝑓 ) 的绝对收敛横坐标为 𝜎1，则当 Re(𝑠) > 𝜎1时欧拉乘积∏
𝑝

(1 + 𝑓 (𝑝)𝑝−𝑠 + 𝑓 (𝑝2)𝑝−2𝑠 + ... + 𝑓 (𝑝𝑚)𝑝−𝑚𝑠 + ...)

绝对收敛，并且收敛到 𝐿 (𝑠, 𝑓 )。

关于 𝜁 (𝑠)和 𝐿 (𝑠, 𝜒)的性质有必要复述一下吗？由于 𝜁 (𝑠) = 𝐿 (𝑠, 1)，所以有些通性可以只看后者，由于 |𝜒 | = 1
所以 |𝐴(𝑁) | = 𝑂 (𝑁), 𝜎0 = 1，即 𝐿 (𝑠, 𝜒)在Re(𝑠) > 1内收敛。设𝐺是有限交换群，我们把群同态 𝜒 : 𝐺 → C×称为𝐺

的特征，取加法群时 𝜆 : Z/𝑚Z→ C×称为模m的加法特征，它的形式是唯一且单调 𝜆𝑘 (𝑛) = 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑛
𝑚 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚−1，

平凡情形为 1 = 𝜆0。取乘法群时 𝜒 : (Z/𝑚Z)× → C× 称为模 m的 D特征，对 D特征 𝜒做下面的嵌入
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5.1 类数公式

𝜒𝑚 : P→

(Z/𝑚Z)× → C× 𝑎 ↦→ (𝑎 mod 𝑚) ∈ (Z/𝑚Z)×

0 other

则 𝜒𝑚 就是我们之前所说的模 m的狄利克雷特征。若不存在 𝑑 | 𝑚 和模 d的 D特征 𝜒′，使得 (𝑚, 𝑎) = 1时
𝜒′ (𝑎) = 𝜒(𝑎)，就把 𝜒称为本原 D-特征。对于非本原模 m的 D-特征，可以不断地找到更小的模 𝑑特征，我们把

最小的 𝑑 称为 𝜒的导子，也就是我们之前所说的狄利克雷特征的周期。方便起见，以后我们说的狄利克雷特征

𝜒 : (Z/𝑁Z)× → C× 均指本原 D-特征，其中的 𝑁 就是导子或周期。接下来我们引入模 m的高斯和为

𝐺 (𝑘, 𝜒) =
𝑚−1∑
𝑛=0

𝜒(𝑛)𝜆𝑘 (𝑛) =
𝑚−1∑
𝑛=0

𝜒(𝑛)𝑒 2𝜋𝑖𝑘𝑛
𝑚

当 (𝑘, 𝑚) = 1互素时，我们可以抽出其中的加法特征得到 𝐺 (𝑘, 𝜒) = 𝜒(𝑘)𝐺 (1, 𝜒)。接着我们引入奇偶特征指
标和 L函数对应的 xi函数

𝛿(𝜒) =


0 𝜒(−1) = 1

1 𝜒(−1) = −1

𝜉 (𝑠, 𝜒) = (𝑁
𝜋
) 𝑠2 Γ( 𝑠 + 𝛿

2
)𝐿 (𝑠, 𝜒)

这里的 Γ(𝑧) =
´ +∞

0 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡,Re(𝑧) > 0是在复平面上解析延拓后的伽马函数。于是可以得到 L函数最重要
的函数方程为

𝜉 (𝑠, 𝜒) = 𝐺 (1, 𝜒)
𝑖 𝛿 (𝜒)

√
𝑁
𝜉 (1 − 𝑠, 𝜒)

当 𝑁 ≥ 2即 𝐿 (𝑠, 𝜒) ≠ 𝜁 (𝑠) 时，我们发现 𝜎0 = 0, 𝜎1 = 1，借助延拓和补充定义 𝐿 (𝑠, 𝜒) 是整个复平面上的解
析函数且没有奇点。其中 𝑠 = −𝛿(𝜒) − 2𝑛(𝑛 = 0, 1, 2, ...)是 𝐿 (𝑠, 𝜒)的零点，称为它的平凡零点，而 𝐿 (𝑠, 𝜒)的所有
非平凡零点均位于 0 < Re(𝑠) < 1内，所谓的黎曼猜想为：𝐿 (𝑠, 𝜒)的所有非平凡零点均在直线 Re(𝑠) = 1

2 上。

戴德金 zeta函数

在上面狄利克雷级数的基础上，我们更进一步，对于数域 𝐾，其代数整数环𝑂𝐾 的所有非零理想构成的集合

为 𝐼𝑜𝐾，我们把

𝜁𝐾 (𝑠) =
∑
𝐼∈𝐼𝑜𝐾

1
𝑁 (𝐼)𝑠

称为戴德金 zeta函数。如果取 𝐾 = Q，则 𝐼𝑜𝐾 = {(𝑛) | 𝑛 = 1, 2, ...}，𝑁 ((𝑛)) = 𝑁Q/Q ((𝑛)) = |Z/(𝑛) | = 𝑛，即退
化为黎曼 zeta函数 𝜁 (𝑠) = 𝜁Q (𝑠)。虽然 𝜁𝐾 (𝑠) 的定义看起来有点奇怪，但从范 𝑁 (𝐼) 只能取整值上来看 𝜁𝐾 (𝑠) 依
旧是一个复级数，那么我们自然就应该讨论其收敛性和复解析性了。

定理 5.5

♡

(1)𝜁𝐾 (𝑠) 在 Re(𝑠) > 1中收敛且在 Re(𝑠) > 1的每个紧子集中一致绝对收敛。
(2)当 Re(𝑠) > 1时，欧拉乘积

∏
𝔭

(1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠)−1(𝔭过 𝑂𝐾 的所有素理想)收敛，且等于 𝜁𝐾 (𝑠)。

证明 (1)我们只需借助级数
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠
在实数 𝑠 > 1处进行比较审敛即可 (| 1

𝑁 (𝐼 )𝑠 | =
1

𝑁 (𝐼 )Re(𝑠) )。设定一个上限 𝑥，我
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们有 ∑
𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
𝑁 (𝔭)𝑠 ≤

∑
𝑝≤𝑥

∑
𝔭 | (𝑝)

1
𝑁 (𝔭)𝑠 ≤ 𝑛

∑
𝑝≤𝑥

1
𝑝𝑠
≤ 𝑛

∑
𝑚≤𝑥

1
𝑚𝑠

如果我们使用 𝔭和 𝑝则它们分别代表素理想和素数，而其它则是一般的理想和整数。注意到
∑

𝑥𝑛 收敛等价于∏
(1 + 𝑥𝑛) 收敛，我们有∏

𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠 =

∏
𝑁 (𝔭)≤𝑥

(1 + 1
𝑁 (𝔭)𝑠 − 1

),
∑

𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
𝑁 (𝔭)𝑠 − 1

≤ 2
∑

𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
𝑁 (𝔭)𝑠

最后，我们借助局部的欧拉积就是所求收敛级数∑
𝑁 (𝔞)≤𝑥

1
𝑁 (𝔞)𝑠 ≤

∏
𝑁 (𝔭)≤𝑥

(1 + 𝑁 (𝔞)−𝑠 + 𝑁 (𝔞)−2𝑠 + ...) =
∏

𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠

(2)在 (1)中已经证明了欧拉积
∏
𝔭

1
1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠 的收敛性。注意到

|
∏

𝑁 (𝔭)≤𝑥

1
1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠 −

∑
𝑁 (𝔞)≤𝑥

1
𝑁 (𝔞)𝑠 | = |

∑
𝑁 (𝔞)>𝑥

1
𝑁 (𝔞)𝑠 | ≤

∑
𝑁 (𝔞)≥𝑥

1
𝑁 (𝔞)Re(𝑠)

由 Re(𝑠) > 1可得右边是无限小的，从而
∏
𝔭

(1 − 𝑁 (𝔭)−𝑠)−1 = 𝜁𝐾 (𝑠)。

上面都是些比较基础的东西，我们来考虑更复杂点的函数，令 𝐶 ∈ 𝐶𝐾 是数域 𝐾 的任意一个理想类，于是

我们可以定义函数

𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠) =
∑
𝔞∈𝐶

1
𝑁 (𝔞)𝑠

如果我们令 𝑎𝑛 (𝐶)表示满足 𝑁 (𝔞) = 𝑛, 𝔞 ∈ 𝐶 的整理想个数，则有

𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 (𝐶)
𝑛𝑠

, 𝜁𝐾 (𝑠) =
∑
𝐶∈𝐶𝐾

𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠)

也就是说上面的函数实际是戴德金 zeta函数的一部分，而这种成分的个数就是我们的类数 ℎ𝐾，第一步是得

到一个计数函数的估计。

定理 5.6
设 𝐶 ∈ 𝐶𝐾 是代数数域 𝐾 的一个理想类，𝑛 = [𝐾,Q]，定义函数

𝑓 (𝐶, 𝑥) =
∑

𝔞∈𝐶,𝑁 (𝔞)≤𝑥
1 =

∑
𝑛≤𝑥

𝑎𝑛 (𝐶)

这里的 𝔞只过 𝐶 中的整理想，则有

lim
𝑥→∞

𝑓 (𝐶, 𝑥) = 𝜌𝐾𝑥 +𝑂 (𝑥1− 1
𝑛 )

𝜌𝐾 =
2𝑟1 (2𝜋)𝑟2𝑅𝐾
𝜔𝐾

√
|𝑑𝐾 |

其中 𝑟1和 𝑟2分别是 𝐾 到 C中的实嵌入个数和复嵌入个数，𝑑𝐾 是 𝐾 的判别式，𝜔𝐾 是单位根群𝑊𝐾 的阶

数，𝑅𝐾 是 𝐾 的正则化子 (regulator)，定义为 (等于 𝑟 阶主子式)

𝑅𝐾 =

�������������

ln |𝜎1 (𝑢1) | · · · ln |𝜎𝑟1 (𝑢1) | 2 ln |𝜎𝑟1+1 (𝑢1) | · · · 2 ln |𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑢1) |
ln |𝜎1 (𝑢2) | · · · ln |𝜎𝑟1 (𝑢2) | 2 ln |𝜎𝑟1+1 (𝑢2) | · · · 2 ln |𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑢2) |

...
...

...
...

ln |𝜎1 (𝑢𝑟 ) | · · · ln |𝜎𝑟1 (𝑢𝑟 ) | 2 ln |𝜎𝑟1+1 (𝑢𝑟 ) | · · · 2 ln |𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑢𝑟 ) |
(𝑟 + 1)−1 · · · (𝑟 + 1)−1 (𝑟 + 1)−1 · · · (𝑟 + 1)−1

�������������
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♡
其中 {𝑢1, ..., 𝑢𝑟 }, 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 − 1为基本单位组，𝜎1, ..., 𝜎𝑟1 为实嵌入，𝜎𝑟1+1, ..., 𝜎𝑟1+𝑟2 为复嵌入。

证明 (1)首先我们要将 𝑓 (𝐶, 𝑥)的表达式进行转化。其表示范不超过 𝑥的 𝐶中整理想的个数，我们任取逆元 𝐶−1

中的一个整理想 𝔅，则 𝔞𝔅 = (𝑎), 𝑎 ∈ 𝔅, 𝑁 (𝑎) = 𝑁 (𝔞)𝑁 (𝔅) ≤ 𝑥𝑁 (𝔅)，换言之我们有

𝑓 (𝐶, 𝑥) = |{(𝑎) = 𝑎𝑂𝐾 | 𝑎 ∈ 𝔅, 𝑁 (𝑎) ≤ 𝑥𝑁 (𝔅)}|

由于 (𝑎) = (𝑏) ⇔ 𝑎
𝑏 ∈ 𝑈𝐾 (即主理想的生成元可以差一个可逆元)，我们设 𝔅的一组基为 𝑎1, ..., 𝑎𝑛，对每个元素

𝑎 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑚𝑖𝑎𝑖 (𝑚𝑖 ∈ Z)做映射

𝜑 : 𝔅→ R𝑛, 𝑎 ↦→ (𝑚1, ..., 𝑚𝑛)

这使得 𝜑(𝔅)是 R𝑛 的一个格，从而进一步有

𝑓 (𝐶, 𝑥) = |{(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ Z𝑛 | 𝑎 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖 [𝑎𝑖], 0 < 𝑁 (𝑎) ≤ 𝑥𝑁 (𝔅)}|

(2)接着我们来看一下基 {𝑎𝑖}在单位群 𝑈𝐾 中代表元 [𝑎𝑖] 的情况。由单位分解定理可得 𝑈𝐾 = Z𝑟 ⊕𝑊𝐾，设自由
部分的基本单位组为 {𝜀1, ..., 𝜀𝑟 }，并定义复合映射

𝐾×
𝜎−→ R× × ... × R×︸           ︷︷           ︸

𝑟1

×C× × ... × C×︸           ︷︷           ︸
𝑟2

𝑙−→ R𝑟1+𝑟2

其中 𝜎(𝑎) = (𝜎1 (𝑎), ..., 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑎)), 𝑎 ∈ 𝐾×，𝑙 (𝑦1, ..., 𝑦𝑟1+𝑟2 ) = (ln |𝑦1 |, ..., ln |𝑦𝑟1 |, 2 ln |𝑦𝑟1+1 |, ..., 2 ln |𝑦𝑟1+𝑟2 |)，故我们
只需令 𝑡 = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

𝑟1

, 2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
𝑟2

)则有

𝜔𝐾 𝑓 (𝐶, 𝑥) = |{(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ Z𝑛 | 𝑎 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑎𝑖 , 0 < 𝑁 (𝑎) ≤ 𝑥𝑁 (𝔅), 𝑙𝜎(𝑎) = 𝑐𝑡 +
𝑟∑
𝑖=1

𝑐𝑖 𝑙𝜎(𝜀𝑖)}|

(3)然后我们进行计算转化。对于 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑟1+𝑟2 ) ∈ R𝑟1 × C𝑟2，定义

𝑁 (𝑦) = |𝑦1...𝑦𝑟1 𝑦
2
𝑟1+1...𝑦

2
𝑟1+𝑟2 |

此时可以给出 𝑁 (𝜎(𝑎)) = 𝑁 (
∑
𝑥𝑖𝜎(𝑎𝑖))，其相当于 𝐾 中元素范的扩展，此时我们给出一个几何体

Γ0 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 0 < 𝑁 (
∑

𝑥𝑖𝜎(𝑎𝑖)) ≤ 1, 𝑙 (
∑

𝑥𝑖𝜎(𝑎𝑖)) = 𝑐𝑡 +
𝑟∑
𝑖=1

𝑐𝑖 𝑙𝜎(𝜀𝑖), 0 ≤ 𝑐𝑖 < 1}

因此 𝜔𝐾 𝑓 (𝐶, 𝑥)等于 (𝑥𝑁 (𝔅))
1
𝑛 Γ0中整点的个数，即有

𝜔𝐾 lim
𝑥→∞

𝑓 (𝐶, 𝑥) = 𝑉 ((𝑥𝑁 (𝔅)) 1
𝑛 Γ0) = 𝑥𝑁 (𝔅)𝑉 (Γ0) +𝑂 (𝑥1− 1

𝑛 )

(4)再者我们来计算体积。我们先记 𝑦𝑘 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗𝜎𝑘 (𝑎 𝑗 )(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟1), 𝑦𝑘 + 𝑖𝑦𝑟2+𝑘 =
𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗𝜎𝑘 (𝑎 𝑗 )(𝑟1 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟1 + 𝑟2)，

再进行一次坐标转化来计算

Γ = {(𝑦1, ..., 𝑦𝑛) ∈ Γ0 | 𝑦𝑖 > 0(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1)}

𝑉 (Γ0) =
ˆ
Γ0

𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑛 = 2𝑟2
ˆ
Γ
𝐽 ( 𝑦1, ..., 𝑦𝑛
𝑥1, ..., 𝑥𝑛

)−1𝑑𝑦1...𝑑𝑦𝑛 = 2𝑟2𝐽 ( 𝑦1, ..., 𝑦𝑛
𝑥1, ..., 𝑥𝑛

)−1𝑉 (Γ) = 2𝑟1+𝑟2

𝑁 (𝔅)
√
|𝑑𝐾 |

𝑉 (Γ)

再接再厉，我们考虑 R𝑛 中的极坐标 𝜌𝑖 = 𝑦𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟1), 𝜌𝑟1+ 𝑗 (cos 𝜃 𝑗 + 𝑖 sin 𝜃 𝑗 )(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑟2)，则易得

𝑉 (Γ) =
ˆ
Γ
𝜌𝑟1+1...𝜌𝑟1+𝑟2𝑑𝜌𝑟1+1...𝑑𝜌𝑟1+𝑟2𝑑𝜃1...𝑑𝜃𝑟2 = (2𝜋)𝑟2

ˆ
𝜌𝑟1+1...𝜌𝑟1+𝑟2𝑑𝜌𝑟1+1...𝑑𝜌𝑟1+𝑟2

我们记 𝑃 = 𝜌1...𝜌𝑟1𝜌
2
𝑟1+1...𝜌

2
𝑟1+𝑟2，则有 𝑐𝑛 = ln 𝑃，并进行下面的坐标转化

𝐽 ( 𝜌1, ..., 𝜌𝑟1+𝑟2
𝑃, 𝑐1, ..., 𝑐𝑟

) = 𝜌1...𝜌𝑟1+𝑟2
𝑛𝑃2𝑟2

𝑅𝐾𝑛 =
𝑅𝐾

2𝑟2𝜌𝑟1+1...𝜌𝑟1+𝑟2
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其给出了

𝑉 (Γ) = (2𝜋)𝑟2
ˆ
𝜌𝑟1+1...𝜌𝑟1+𝑟2

𝑅𝐾
2𝑟2𝜌𝑟1+1...𝜌𝑟1+𝑟2

𝑑𝑃𝑑𝑐1...𝑑𝑐𝑟 = 𝜋
𝑟2𝑅𝐾

(5)最后，我们结合 (3)和 (4)的结论即可得

lim
𝑥→∞

𝑓 (𝐶, 𝑥) = 2𝑟1 (2𝜋)𝑟2𝑅𝐾
𝜔𝐾

√
|𝑑𝐾 |

𝑥 +𝑂 (𝑥1− 1
𝑛 )

第二步是在估计函数的基础上计算复解析函数的留数，有下面的定理。

定理 5.7

♡

复变函数 𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠)和 𝜁𝐾 (𝑠)均可以解析延拓到半平面 Re(𝑠) > 1 − 1
𝑛，并且仅在 𝑠 = 1处有单极点，相应的

留数为

Res[𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠), 1] = 𝜌𝐾 ,Res[𝜁𝐾 (𝑠), 1] = ℎ𝐾 𝜌𝐾

证明 我们只需证明前半部分，后面的由 𝜁𝐾 (𝑠) =
∑
𝐶∈𝐶𝐾

𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠) 可以自然得到。我们先进行一些简单的变形

𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠) = 𝜌𝐾 𝜁 (𝑠) +
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 (𝐶) − 𝜌𝐾
𝑛𝑠

左半部分级数 𝜌𝐾 𝜁 (𝑠)仅在 𝑠 = 1处有单极点，此时考虑右半部分的级数有
∞∑
𝑛=1
(𝑎𝑛 (𝐶) − 𝜌𝐾 ) = lim

𝑁→∞
𝑓 (𝐶, 𝑁) − 𝜌𝐾𝑁 = 𝑂 (𝑁1− 1

𝑛 )

于是由形式 D-级数的收敛区域存在定理可知，其在 Re(𝑠) > 1 − 1
𝑛 内解析。综合可得，𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠) 仅在 𝑠 = 1处有

单极点，并且有

Res[𝜁𝐾 (𝐶, 𝑠), 1] = Res[𝜌𝐾 𝜁 (𝑠), 1] + 0 = 𝜌𝐾Res[𝜁 (𝑠), 1] = 𝜌𝐾

没有第三步了，因为想要的东西已经在其中了。借助一阶极点的留数性质Res[ 𝑓 (𝑧), 𝑧0] = lim𝑧→𝑧0 (𝑧−𝑧0) 𝑓 (𝑧)，
就可以推出想要的类数公式了

lim
𝑠→1
(𝑠 − 1)𝜁𝐾 (𝑠) =

2𝑟1 (2𝜋)𝑟2𝑅𝐾 ℎ𝐾
𝜔𝐾

√
|𝑑𝐾 |

我们必需知道一点，类数公式并不是直接由一些基础量计算出类数，而是通过一些基础量将类数的计算转

化为亚纯函数留数的计算，或者我们也可以持有反过来的观点。其实讲得也差不多了，最后给个函数方程观赏

一下吧。

Λ𝐾 (𝑠)
𝑑𝑒 𝑓
:= (

√
|𝑑𝐾 |

2𝑟2𝜋 𝑛2
)𝑠Γ( 𝑠

2
)𝑟1Γ(𝑠)𝑟2 𝜁𝐾 (𝑠)

Λ𝐾 (𝑠) = Λ𝐾 (1 − 𝑠)

对于 𝜁𝐾 (𝑠)，𝑠 = 0是 𝑟 阶零点，𝑠 = −2,−4,−6, ...是 𝑟 + 1阶零点，(𝑟2 ≠ 0时)𝑠 = −1,−3,−5, ...是 𝑟2 阶零点，

它们通通称为平凡零点，而非平凡的零点在 0 < Re(𝑠) < 1内且关于 Re(𝑠) = 1
2 对称，自然可以导出对应的推广

黎曼猜想，不过有点“食之无味，弃之可惜”之感。

5.2 素数分布

素数定理

解析数论的初衷或许就是对素数的研究了，从各种 L函数的欧拉积中自然能感受到这点，因此介绍素数定
理就是无可厚非的了。我们先定义一个用来指示素数的数论函数
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5.2 素数分布

𝑓 (𝑛) =


1 𝑛是素数

0 其它
, 𝜋(𝑥) =

∑
𝑛≤𝑥

𝑓 (𝑛) =
∑
𝑝≤𝑥

1

即 𝜋(𝑥) 表示不超过 𝑥 的素数的个数，由于素数有无穷多个所以显然有 lim𝑥→+∞ 𝜋(𝑥) = +∞。而素数定理实
际就是找一个较熟悉较好研究的函数 𝑓 (𝑥)使得有极限

lim
𝑥→+∞

𝜋(𝑥)
𝑓 (𝑥) = 1

较为常见的函数有两个，它们分别是

𝑓 (𝑥) = 𝑥

ln 𝑥
, 𝑓 (𝑥) = Li(𝑥) = lim

𝜂→0
(
ˆ 1−𝜂

0
+
ˆ 𝑥

1+𝜂
) 𝑑𝑢
ln 𝑢

也就是说我们实际上是在找素数的分布规律，如果我们能完全解析 𝜋(𝑥)那么素数的各种性质就都不在话下。
比如素数的间隔问题，我们知道最大间隔是可以任意的，即

𝑛! + 2, 𝑛! + 3, 𝑛! + 4, ..., 𝑛! + 𝑛

最小间隔是 1且只有 (2, 3)是没什么好说的，于是我们可以进一步考虑间隔为 2的素数个数，孪生素数猜想
说它有无数个。如果我们用 [𝑥] 表示向上取整函数，则 [𝑥] 表示不超过 𝑥的整数的个数，则通过简单的古典筛法

很容易证明素数的稀疏性

lim
𝑥→+∞

𝜋(𝑥)
[𝑥] = lim

𝑥→+∞
𝜋(𝑥)
𝑥

= 0

证明 我们还是用分析语言稍微证明一下吧，首先是一些基础的不等转化

| 𝜋(𝑥)[𝑥] − 0| ≤ 𝜑(𝑥)
𝑥

=
∏
𝑝 |𝑥
(1 − 1

𝑝
)

≤
∏
𝑝≤𝑁
(1 − 1

𝑝
)

我们解释一下上面的不等式，[𝑥] ≥ 𝑥由定义显然导出，𝜋(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥)也是显然的因为素数一定与任何数互素，𝑁
表示所有满足 𝑝 | 𝑥的素数相乘，即项数变多了，由 𝑝 > 1⇒ (1− 1

𝑝 ) < 1即可得到相应的不等式。于是我们只需
要证明下面的极限

lim
𝑥→+∞

∏
𝑝≤𝑥
(1 − 1

𝑝
) = 0

我们考虑倒数的情况，可得
1∏

𝑝≤𝑥
(1 − 1

𝑝
)
=
∏
𝑝≤𝑥

1
(1 − 1

𝑝 )

=
∏
𝑝≤𝑥
(1 + 1

𝑝
+ 1
𝑝2 + ...)

> 1 + 1
2
+ 1

3
+ ... + 1

𝑥 − 1
> ln(𝑥)

即有
∏
𝑝≤𝑥
(1− 1

𝑝
) < 1

ln(𝑥)，由 lim𝑥→+∞
1

ln(𝑥 ) = 0即可得到我们的结论。(还可以通过证明估计式 ∃𝐶, 𝜋 (𝑥 )𝑥 ≤ 𝐶
ln ln 𝑥 , 𝑥 ≥
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3来证明，又或者可以通过等式 𝜋(𝑥) = 𝜋(√𝑥) − 1 +
∑
𝑑 𝜇(𝑑) [ 𝑁𝑑 ] 来得到结论)

有关数论的研究我们还要指出“对数的底数无关性”，即 log𝑎 𝑥中的底数 𝑎是什么都无关紧要，它们无非只

是差一个常数 log𝑎 𝑥 = 𝐶 ln 𝑥, 𝐶 = 1
ln 𝑎，但由于自然底数 𝑒的对数有诸多优良性质，故基本在没指出的情况下，无

论写成 log 𝑥还是 lg 𝑥均指 𝑒作为底数。回到我们的素数定理，我们不会讨论复杂的“初等证明”，因为解析数论

中的“初等”指不用复分析，以笔者的观点来看既然都用了实分析，也就没必要拐弯抹角地绕过复分析，除非你

对证明有一定的追求，可以参考这本书 [41]。首先是两个常见的符号

𝑓 (𝑥) = 𝑂 (𝑔(𝑥)) ⇔ ∃𝐶, 𝑥0,∀𝑥 ≥ 𝑥0, | 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐶𝑔(𝑥)

𝑓 (𝑥) = 𝑜(𝑔(𝑥)) ⇔ lim
𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) = 0

𝑓 (𝑥) ∼ 𝑔(𝑥) ⇔ lim
𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) = 1

大 O表示数量级的估计，常用于算法理论中，小 o表示高阶无穷小，我们在数学分析中会经常见到，最后
一个是等价无穷小，常用于极限的计算中。通过上面的这些符号，我们可以把素数的稀疏性和素数定理写为

𝜋(𝑥) = 𝑜(𝑥), 𝜋(𝑥) ∼ 𝑥

ln 𝑥
我们的目标就是证明 𝑥 → +∞时的后面的等价无穷小，至于 𝑥

ln 𝑥 ∼ Li(𝑥) 就留给读者自己去考虑了，定理证
明的起点是下面的估计不等式。

定理 5.8 (切比雪夫)

♡

存在常数 0 < 𝐴 < 𝐵使得当 𝑥 ≥ 2时有

𝐴
𝑥

ln 𝑥
≤ 𝜋(𝑥) ≤ 𝐵 𝑥

ln 𝑥

证明 (1)我们记 𝛼 = 𝛼(𝑝, 𝑛)表示 𝑝𝛼 | | 𝑛!，即 𝑛!中素因子 𝑝的指数，我们先要给出它的计算式。我们直接猜测为

𝛼(𝑝, 𝑛) =
∞∑
𝑖=1
[ 𝑛
𝑝𝑖
]

并用归纳法来证明，其中 [𝑥]在这里及以后都表示向下取整 (对应不等式为 [𝑥] ≤ 𝑥)。当 𝑛 = 1时，∀𝑝, 𝛼(𝑝, 𝑛) = 0
显然成立，假设小于 𝑛时结论成立，并设 𝑝𝜆 | | 𝑛，则有

𝛼(𝑝, 𝑛) = 𝛼(𝑝, 𝑛 − 1) + 𝜆

= 𝛼(𝑝, 𝑛 − 1) +
𝜆∑
𝑖=1
([ 𝑛
𝑝𝑖
] − [ 𝑛 − 1

𝑝𝑖
]) +

∞∑
𝑖=𝜆+1
( [ 𝑛
𝑝𝑖
] − [ 𝑛 − 1

𝑝𝑖
])

= 𝛼(𝑝, 𝑛 − 1) +
∞∑
𝑖=1
[ 𝑛
𝑝𝑖
] −

∞∑
𝑖=1
[ 𝑛 − 1
𝑝𝑖
]

=
∞∑
𝑖=1
[ 𝑛
𝑝𝑖
]

结合唯一分解式 𝑛! =
∏
𝑝≤𝑛

𝑝𝛼(𝑝,𝑛) 可得

ln 𝑛! =
∑
𝑝≤𝑛

𝛼(𝑝, 𝑛) ln 𝑝

(2)我们记一个特殊数 𝑁 = (2𝑛)!(𝑛!)2，则有下面的不等式

2𝑛 ≤ 2𝑛
𝑛

2𝑛 − 1
𝑛 − 1

...
𝑛 + 1

1
= 𝑁 = C𝑛2𝑛 ≤ (1 + 1)2𝑛 = 22𝑛
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左边是因为 2𝑛−𝑖
𝑛−𝑖 = 2 + 𝑖

𝑛−𝑖 > 2，而右边是因为 C𝑛2𝑛 为 (1 + 𝑥)2𝑛 展开中 𝑥𝑛 的系数。取对数可得

𝑛 ln 2 ≤ ln 𝑁 ≤ 2𝑛 ln 2

(3)然后再试着联系到我们的函数，先进行等式转化

ln 𝑁 = ln(2𝑛)! − 2 ln 𝑛! =
∑
𝑝≤2𝑛

𝛼(𝑝, 2𝑛) ln 𝑝 − 2
∑
𝑝≤𝑛

𝛼(𝑝, 𝑛) ln 𝑝 =
∑
𝑝≤𝑛
(𝛼(𝑝, 2𝑛) − 2𝛼(𝑝, 𝑛)) ln 𝑝 +

∑
𝑛<𝑝≤2𝑛

𝛼(𝑝, 2𝑛) ln 𝑝

接着计算等式最后的两项∑
𝑛<𝑝≤2𝑛

𝛼(𝑝, 2𝑛) ln 𝑝 =
∑

𝑛<𝑝≤2𝑛
ln 𝑝 > 𝑛

∑
𝑛<𝑝≤2𝑛

1 = (𝜋(2𝑛) − 𝜋(𝑛)) ln 𝑛

0 ≤
∑
𝑝≤𝑛
(𝛼(𝑝, 2𝑛) − 2𝛼(𝑝, 𝑛)) ln 𝑝 =

∑
𝑝≤𝑛

[ ln 2𝑛
ln 𝑝 ]∑
𝑖=1
([ 2𝑛
𝑝𝑖
] − 2[ 𝑛

𝑝𝑖
]) ln 𝑝 ≤

∑
𝑝≤𝑛

[ ln 2𝑛
ln 𝑝 ]∑
𝑖=1

ln 𝑝 =
∑
𝑝≤𝑛
[ ln 2𝑛

ln 𝑝
] ln 𝑝

∑
𝑝≤𝑛
[ ln 2𝑛

ln 𝑝
] ln 𝑝 +

∑
𝑛<𝑝≤2𝑛

𝛼(𝑝, 2𝑛) ln 𝑝 ≤
∑
𝑝≤2𝑛
[ ln 2𝑛

ln 𝑝
] ln 𝑝 ≤

∑
𝑝≤2𝑛

ln 2𝑛
ln 𝑝

ln 𝑝 = ln 2𝑛
∑
𝑝≤2𝑛

1 = 𝜋(2𝑛) ln 2𝑛

综合上面的不等式可得

(𝜋(2𝑛) − 𝜋(𝑛)) ln 𝑛 ≤ ln 𝑁 ≤ 𝜋(2𝑛) ln 2𝑛

(4)最后，当 𝑥 > 9时考虑奇偶性即可得 𝜋(𝑥) ≤ 𝑥
2，结合 𝜋(8) = 4, 𝜋(4) = 2, 𝜋(2) = 1即可得 ∀𝑘 ≥ 0, 𝜋(2𝑘+1) ≤ 2𝑘。

接着我们取 𝑛 = [ 𝑥2 ]，则可算出

𝜋(𝑥) ln 𝑥 ≥ 𝜋(2𝑛) ln 2𝑛 ≥ ln 𝑁 ≥ 𝑛 ln 2 >
ln 2
3
𝑥 ⇒ 𝐴 =

ln 2
3

容易证明 𝑚𝜋(2𝑚) < 3 × 2𝑚，于是对于 𝑥我们可以找到一个 𝑚使得 2𝑚−1 ≤ 𝑥 < 2𝑚，因此有

𝜋(𝑥) ≤ 𝜋(2𝑚) < 3 × 2𝑚

𝑚
= 6 × 2𝑚−1 1

𝑚
≤ 6𝑥

ln 2
ln 𝑥

= 6 ln 2
𝑥

ln 𝑥
⇒ 𝐵 = 6 ln 2

我们所给的两个上下界常数其实还不够靠近 𝐴 = ln 2
3 ≈ 0.23105, 𝐵 = 6 ln 2 ≈ 4.15888，在 [22]中给出了一个

十分靠近 1的上下界常数 𝐴 ≈ 0.95695, 𝐵 ≈ 1.04423，不过它要求 𝑥 足够大才行，因此与其继续寻找更靠近的常

数，不如去考虑素数定理。我们先来对函数进行转化，目的是为了靠近 𝜁 (𝑠)函数，引入函数

𝜃 (𝑥) =
∑
𝑝≤𝑥

ln 𝑝, 𝜓(𝑥) =
∑
𝑝𝑚≤𝑥

ln 𝑝 =
∑
𝑛≤𝑥

Λ(𝑛),Λ(𝑛) =


ln 𝑝 𝑛 = 𝑝𝑚 (𝑚 ≥ 1)

0 other

于是有下面的等价转化关系

𝜋(𝑥) ∼ 𝑥

ln 𝑥
⇔ 𝜃 (𝑥) ∼ 𝑥 ⇔ 𝜓(𝑥) ∼ 𝑥

证明 (1)我们先来证明右半部分，只需说明 𝜃 (𝑥) ∼ 𝜓(𝑥)即可。我们需要先得到几个常用的不等式，给定 0 < 𝜆 <
1, 𝑥 ≥ 1我们有

𝜃 (𝑥) =
∑
𝑝≤𝑥

ln 𝑝 ≤
∑
𝑝≤𝑥

ln 𝑥 = 𝜋(𝑥) ln 𝑥

𝜃 (𝑥) =
∑
𝑝≤𝑥𝜆

ln 𝑝 +
∑

𝑥𝜆<𝑝≤𝑥
ln 𝑝 ≥ 0 +

∑
𝑥𝜆<𝑝≤𝑥

ln 𝑥𝜆 = 𝜆 ln 𝑥(𝜋(𝑥) − 𝜋(𝑥𝜆)) > 𝜆 ln 𝑥(𝜋(𝑥) − 𝑥𝜆)

注意到和的有限性 𝑚 > [ ln 𝑥ln 2 ] = 𝑀 ⇒ 𝜃 (𝑥 1
𝑚 ) = 0则可以得到

𝜓(𝑥) =
∑
𝑝𝑚≤𝑥

ln 𝑝 =
𝑀∑
𝑚=1

∑
𝑝≤𝑥 1

𝑚

ln 𝑝 =
𝑀∑
𝑚=1

𝜃 (𝑥 1
𝑚 ) =

∞∑
𝑚=1

𝜃 (𝑥 1
𝑚 )
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通过上面的联系式，可以直接估计出两个函数间的不等关系

𝜃 (𝑥) ≤ 𝜓(𝑥) =
𝑀∑
𝑚=1

𝜃 (𝑥 1
𝑚 ) ≤ 𝜃 (𝑥) +

𝑀∑
𝑚=2

𝑥
1
𝑚 ln 𝑥

1
𝑚 ≤ 𝜃 (𝑥) + 𝑀𝑥 1

2 ln 𝑥
1
2 ≤ 𝜃 (𝑥) + ln 𝑥

ln 2
𝑥

1
2 ln 𝑥

1
2 < 𝜃 (𝑥) + 𝑥 1

2 (ln 𝑥)2

由于上面的函数均是正的，故有

1 ≤ 𝜓(𝑥)
𝜃 (𝑥) ≤ 1 + 𝑥

1
2 (ln 𝑥)2
𝜃 (𝑥) ≤ 1 + 𝑥

1
2 (ln 𝑥)2

1
2 (𝜋(𝑥) − 𝑥

1
2 ) ln 𝑥

≤ 1 + 2𝑥 1
2 ln 𝑥

𝐴 𝑥
ln 𝑥 − 𝑥

1
2
= 1 + 2

𝐴 𝑥
1
2

(ln 𝑥 )2 − 1

我们显然有 lim𝑥→+∞
𝑥

1
2

(ln 𝑥 )2 = +∞，由极限的迫敛性即可得到

lim
𝑥→+∞

𝜓(𝑥)
𝜃 (𝑥) = 1

(2)接着证明左半部分，同样地我们需要先得到阿贝尔变换，令 𝑓 (𝑡) 在区间 [1, 𝑥] 上连续可微，𝑠(𝑥) =
∑
𝑛≤𝑥

𝑐𝑛 是

复数列 {𝑐𝑛}的和函数，则有

𝑠(𝑥) 𝑓 (𝑥) −
∑
𝑛≤𝑥

𝑐𝑛 𝑓 (𝑛) =
∑
𝑛≤𝑥

𝑐𝑛 ( 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑛)) =
∑
𝑛≤𝑥

𝑐𝑛

ˆ 𝑥

𝑛
𝑓 ′ (𝑡)𝑑𝑡 =

∑
𝑛≤𝑥

𝑐𝑛

ˆ 𝑥

1
1[𝑛,𝑡 ] 𝑓 ′ (𝑡)𝑑𝑡 =

ˆ 𝑥

1
𝑠(𝑡) 𝑓 ′ (𝑡)𝑑𝑡

我们取 𝑓 (𝑡) = ln 𝑡, 𝑐𝑛 =


1 𝑛是素数

0 其它
则有

𝜋(𝑥) ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥) =
ˆ 𝑥

1

𝜋(𝑡)
𝑡
𝑑𝑡 = (

ˆ √𝑥
1
+
ˆ 𝑥

√
𝑥
) 𝜋(𝑡)
𝑡
𝑑𝑡 ≤

ˆ √𝑥
1

𝑑𝑡 +
ˆ 𝑥

√
𝑥

𝐵 𝑡
ln 𝑡
𝑡
𝑑𝑡 ≤

√
𝑥 + 𝐵

ln
√
𝑥

ˆ 𝑥

√
𝑥
𝑑𝑡 = 𝑂 ( 𝑥

ln 𝑥
)

注意到我们有 𝜋(𝑥) = 𝑂 ( 𝑥ln 𝑥 )，由此可以得到

ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) =

1
𝑂 ( 𝑥ln 𝑥 )

𝑂 ( 𝑥
ln 𝑥
) = 𝑂 (1)

由定义可知存在 𝐶, 𝑥0 使得 | ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥 )
𝜋 (𝑥 ) | ≤ 𝐶，解得

|1 − 𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) ln 𝑥 | ≤

𝐶

ln 𝑥
, 𝑥 ≥ max{𝑥0, 1}

因为 lim𝑥→+∞
1

ln 𝑥 = +∞，由极限的迫敛性可得

lim
𝑥→+∞

𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) ln 𝑥 = 1

注如果你不熟悉极限的话，可能会觉得 (2)的证明有点小“奇怪”，这是我故意这么做的，目的是想要读者理解
分析意味着什么？在解析数论中我们通常都会回归极限的基本定义，即 𝜀 − 𝛿语言，因此不等是分析证明中的核
心，而在解析数论中引入的大 O记号则是简化不等式计算的工具，它们的基础关系如下。

分析
𝜀−𝛿←→不等式 𝑓 =𝑂 (𝑔)←→ 大 O代数

之前切比雪夫不等式的含义就是 𝜋(𝑥) = 𝑂 ( 𝑥ln 𝑥 )，在证明某些极限的时候，我们经常会使用极限的迫敛性来进行
极限的证明，大 O代数给出了我们想要的不等式，它与等价无穷小 (或无穷大)的基本关系为

𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑂 (1) ⇔ 𝑓 ∼ 𝑔

我们再来稍微重塑一下上面 (2)的证明，它的关键步骤是

(i) 𝜋(𝑥) ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥) = (
ˆ √𝑥

1
+
ˆ 𝑥

√
𝑥
) 𝜋(𝑡)
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑂 ( 𝑥

ln 𝑥
)

(ii) 𝜋(𝑥) = 𝑂 ( 𝑥
ln 𝑥
) ⇒ ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥)

𝜋(𝑥) = 𝑂 (1)

对于 (i)式，主要是后半部分，借助基本不等式
´ √𝑥

1
𝜋 (𝑡 )
𝑡 𝑑𝑡 = 𝑂 (√𝑥), 𝜋(𝑥) = 𝑂 ( 𝑥ln 𝑥 )可得

(
ˆ √𝑥

1
+
ˆ 𝑥

√
𝑥
) 𝜋(𝑡)
𝑡
𝑑𝑡 = 𝑂 (

√
𝑥) +
ˆ 𝑥

√
𝑥

𝑂 ( 𝑡ln 𝑡 )
𝑡

𝑑𝑡
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利用基本不等式 𝑓 = ℎ𝑂 (𝑔) = 𝑂 (ℎ𝑔)和积分的不等式性质有ˆ 𝑥

√
𝑥

𝑂 ( 𝑡ln 𝑡 )
𝑡

𝑑𝑡 =
ˆ 𝑥

√
𝑥
𝑂 ( 1

ln 𝑡
)𝑑𝑡 = 𝑂 (

ˆ 𝑥

√
𝑥

1
ln 𝑡

𝑑𝑡)

再利用基本不等式 ℎ ≤ 𝑔 ⇒ 𝑓 = 𝑂 (ℎ) = 𝑂 (𝑔)和 𝑓 (𝑥) = 𝑂 (𝑘𝑔(𝑥)) = 𝑂 (𝑔(𝑥)), 𝑘 ∈ R可得

𝑂 (
ˆ 𝑥

√
𝑥

1
ln 𝑡

𝑑𝑡) = 𝑂 (
ˆ 𝑥

√
𝑥

1
ln
√
𝑥
) = 𝑂 ( 2

ln 𝑥
(𝑥 −
√
𝑥)) = 𝑂 ( 𝑥 −

√
𝑥

ln 𝑥
)

最后利用 ∀𝑥 > 1, 𝑥−
√
𝑥

ln 𝑥 < 𝑥
ln 𝑥 和基本不等式 𝑓 < 𝑔 ⇒ 𝑂 ( 𝑓 ) +𝑂 (𝑔) = 𝑂 (𝑔)可得

𝑂 (
√
𝑥) +𝑂 ( 𝑥 −

√
𝑥

ln 𝑥
) = 𝑂 (

√
𝑥) +𝑂 ( 𝑥

ln 𝑥
) = 𝑂 ( 𝑥

ln 𝑥
)

实际上，这里的
√
𝑥 < 𝑥

ln 𝑥 我们只需足够大的 𝑥成立即可，用极限来表达就是

lim
𝑥→+∞

√
𝑥
𝑥

ln 𝑥
= 0

对于 (ii)式，有了上面的准备就十分简单了

ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) =

𝜋(𝑥) ln 𝑥 − 𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) = 𝑂 ( 𝑥

𝜋(𝑥) ln 𝑥 ) = 𝑂 (1)

这里用了一个显然的结论

𝑓 = 𝑂 (ℎ) ⇒ 𝑘 = 𝑂 (𝑔 𝑓 ) = 𝑓 𝑂 (𝑔) = 𝑂 (ℎ)𝑂 (𝑔) = 𝑂 (𝑔ℎ)

有关大 O记号读者可以自行探索更多的东西，我们就点到为止了。
𝜃 (𝑥)
𝜋(𝑥) ∼ ln 𝑥

𝜓(𝑥)
𝜋(𝑥) ∼ ln 𝑥

因此我们证明素数定理实际上有两条路径，但它们本质上是一样的，我们先来说明一些共性的内容，也就

是黎曼 zeta函数的几个重要基本性质 (不包括我们已经讲过的欧拉积、单极点、平凡零点、函数方程等1)。

定理 5.9 (基本性质)

♡

(1)当 Re(𝑠) > 1时， 𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) = −

∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)
𝑛𝑠
。

(2)当 Re(𝑠) = 1时，𝜁 (𝑠) ≠ 0。
(3)记 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎, 𝑡 ∈ R。∀0 ≤ 𝜎0 ≤ 1, 𝜀 > 0, ∃𝑐𝜀
(i)𝜎 ≥ 𝜎0, |𝑡 | ≥ 1⇒ |𝜁 (𝑠) | ≤ 𝑐𝜀 |𝑡 |1−𝜎0+𝜀

(ii)𝜎 ≥ 1, |𝑡 | ≥ 1⇒ |𝜁 ′ (𝑠) | ≤ 𝑐𝜀 |𝑡 |𝜀

(iii)𝜎 ≥ 1, |𝑡 | ≥ 1⇒ | 1
𝜁 (𝑠) | ≤ 𝑐𝜀 |𝑡 |𝜀

证明 (1)我们先利用在 Re(𝑠) > 1内的欧拉积和一致收敛性可得

ln 𝜁 (𝑠) = ln
∏
𝑝

(1 − 𝑝−𝑠)−1 = −
∑
𝑝

ln(1 − 𝑝−𝑠) =
∑
𝑝

∞∑
𝑚=1

(𝑝−𝑠)𝑚
𝑚

=
∑
𝑝

∞∑
𝑚=1

1
(𝑝𝑚)𝑠𝑚 =

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑛𝑠

其中 𝑐𝑛 =


1
𝑚 𝑛 = 𝑝𝑚

0 其它
，考察所有的求和项，n只会取到所有素数及其相应的幂 𝑝, 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑚, ...，接着我们对

左右两边求导可得
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) = 𝐻′ (𝑠), 𝐻 (𝑠) =

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑛𝑠

(引理：)对于收敛 D-级数 𝐹 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
，有 𝐹′ (𝑠) = −

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 ln 𝑛
𝑛𝑠

(参考 [19]的 Proposition 1.7.10，这并非平凡

1欧拉积：𝜁 (𝑠) =
∏
𝑝

(1− 𝑝−𝑠 )−1，𝑠 = 1是留数为 1的一阶极点，平凡零点为负偶数：-2,-4,...，函数方程：𝜁 (1− 𝑠) = 2(2𝜋 )−𝑠Γ (𝑠) cos( 𝜋𝑠2 )𝜁 (𝑠)
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结论)。运用这个的引理可得

𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) = −

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛 ln 𝑛
𝑛𝑠

= −
∞∑
𝑛=1

1{𝑝𝑚 } 1
𝑚 ln 𝑝𝑚

𝑛𝑠
= −

∞∑
𝑛=1

1{𝑝𝑚 } ln 𝑝
𝑛𝑠

= −
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)
𝑛𝑠

(2)换个说法就是 ∀𝑡 ∈ R, 𝜁 (1 + 𝑖𝑡) ≠ 0。首先要证明一个引理不等式，对任意的 𝜎 > 1, 𝑡 ∈ R有
ln |𝜁3 (𝜎)𝜁4 (𝜎 + 𝑖𝑡)𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡) | = 3 ln |𝜁 (𝜎) | + 4 ln |𝜁 (𝜎 + 𝑖𝑡) | + ln |𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡) |

= 3Re(ln 𝜁 (𝜎)) + 4Re(ln 𝜁 (𝜎 + 𝑖𝑡)) + Re(𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡))

=
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑛
−𝜎 (3 + 4 cos(𝑡 ln 𝑛) + cos(2𝑡 ln 𝑛))

=
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑛
−𝜎2(1 + cos(𝑡 ln 𝑛))2

≥ 0

其中黎曼 zeta函数取对数后的实部，运用了 (1)中的第一个式子

Re(ln 𝜁 (𝑎 + 𝑖𝑏)) =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
Re(𝑛𝑎+𝑖𝑏)

=
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛Re(𝑒−(𝑎+𝑖𝑏) ln 𝑛) =
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑒
−𝑎 ln 𝑛 cos(𝑡 ln 𝑛) =

∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑛
−𝑎 cos(𝑡 ln 𝑛)

然后使用反证法，假设存在 𝑡0 ≠ 1使得 𝜁 (1 + 𝑖𝑡0) = 0。运用上述不等式可得

| (𝜎 − 1)𝜁 (𝜎) |3 | 𝜁 (𝜎 + 𝑖𝑡0)
𝜎 − 1

|4 |𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡0) | ≥
1

𝜎 − 1
, 𝜎 > 1

在上述的三个成分中，我们取 𝜎 → 1，则有 (𝜎 − 1)𝜁 (𝜎) → 𝐶(一阶极点 𝜎 = 1)、 𝜁 (𝜎+𝑖𝑡0 )
𝜎−1 → 0, 𝐶(至少一阶零点

1 + 𝑖𝑡0)、𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡0) → 𝜁 (1 + 2𝑖𝑡0) ≠ 0(全纯且正项级数大于零)，由于 4 − 3 = 1 > 0，故左边整体上至少还有一阶
零点，即左边→ 0，但显然右边→∞。矛盾，从而定理得证。

(3)最后的三个是 zeta函数的相关估计性质，我们就随便算算，细节留给读者自行补充

|𝜁 (𝑠) | = | 1
1 − 𝑠 + lim

𝑁→∞
(
∑

1≤𝑛<𝑁

1
𝑛𝑠
−
ˆ 𝑁

1

𝑑𝑥

𝑥𝑠
) | ≤ | 1

1 − 𝑠 | + | lim
𝑁→∞

∑
1≤𝑛<𝑁

𝛿𝑛 (𝑠) |

≤ | 1
1 − 𝑠 | + lim

𝑁→∞

∑
1≤𝑛<𝑁

|𝛿𝑛 (𝑠) |

≤ | 1
1 − 𝑠 | + lim

𝑁→∞

∑
1≤𝑛<𝑁

( |𝑠 |
𝑛𝜎0+1

)1−(𝜎0−𝜀) ( 2
𝑛𝜎0
)𝜎0−𝜀

= | 1
1 − 𝑠 | +

∞∑
𝑛=1

2|𝑠 |1−(𝜎0−𝜀)

𝑛1+𝜀

= | 1
1 − 𝑠 | + 𝑐 |𝑠 |

1−𝜎0+𝜀 , 𝑐 = 2𝜁 (1 + 𝜀)

|𝜁 ′ (𝑠) | = | 1
2𝜋𝜀

ˆ 2𝜋

0
𝜁 (𝑠 + 𝜀𝑒𝑖 𝜃 )𝑒𝑖 𝜃𝑑𝜃 | ≤ 1

2𝜋𝜀

ˆ 2𝜋

0
|𝜁 (𝑠 + 𝜀𝑒𝑖 𝜃 ) |𝑑𝜃

≤ 1
2𝜋𝜀

ˆ 2𝜋

0
𝑐𝜀 |𝑡 |1−𝜎0+𝜀𝑑𝜃

≤ 1
2𝜋𝜀

ˆ 2𝜋

0
𝑐𝜀 |𝑡 |𝜀−1𝑑𝜃 ( |𝑡 | ≥ 1, 𝜎0 ≥ 2𝜎 ≥ 2⇒ 1 − 𝜎0 ≤ −1)

=
1

2𝜋𝜀
2𝜋𝑐𝜀𝜀 |𝑡 |𝜀

= 𝑐𝜀 |𝑡 |𝜀
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|𝜁 (𝑠) | = |𝜁 (𝜎′ + 𝑖𝑡) − 𝜁 (𝜎′ + 𝑖𝑡) + 𝜁 (𝜎 + 𝑖𝑡) | ≥ |𝜁 (𝜎′ + 𝑖𝑡) | − |𝜁 (𝜎′ + 𝑖𝑡) − 𝜁 (𝜎 + 𝑖𝑡) | (𝜎′ = 1 + 𝐴|𝑡 |−5𝜀)

≥ |𝜁 (𝜎′ + 𝑖𝑡)4 | 14 − 𝑐′′ |𝜎′ − 𝜎 | |𝑡 |𝜀

≥ |𝜁 (𝜎′)−3𝜁 (𝜎′ + 2𝑖𝑡)−1 | 14 − 𝑐′′ |𝜎′ − 1| |𝑡 |𝜀

≥ ((𝜎 − 1)3𝑐𝜀 |𝑡 |−𝜀)
1
4 − 𝑐′′ |𝜎′ − 1| |𝑡 |𝜀

≥ 𝑐′ (𝜎′ − 1) 3
4 |𝑡 |− 𝜀4 − 𝑐′′ |𝜎′ − 1| |𝑡 |𝜀

= 2𝑐′′ |𝜎′ − 1| |𝑡 |𝜀 − 𝑐′′ |𝜎′ − 1| |𝑡 |𝜀 (𝐴 = ( 𝑐
′

2𝑐′′
)4)

= 𝑐 |𝑡 |−(4𝜀) , 𝑐 = 𝑐′′𝐴

注对于第一个性质，在 [43]的第六章第 3节的定理 4中给出了一般性的结论：对于收敛D-级数 𝐹 (𝑠) =
∞∑
𝑛=1

𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠
，

如果 𝑓 (𝑛) 是完全积性函数，则有
𝐹′ (𝑠)
𝐹 (𝑠) = −

∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛) 𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠

对于第二个性质，关键点是不等式 |𝜁3 (𝜎)𝜁4 (𝜎 + 𝑖𝑡)𝜁 (𝜎 + 2𝑖𝑡) | > 1，实际上还可以构造更多的不等式，但我们所
给的这个 (也是大多数书所采用的)算是目前来看最简便的。

最后就可以来证明素数定理了，我们采用的是最常见的 𝜓(𝑥) ∼ 𝑥 路径，至于另一条路径也是可行的，只是
大多数书籍都不采用，我也就只能跟风学习了。

定理 5.10 (素数定理证明路径)

♡

定义函数 𝜓1 (𝑥) =
´ 𝑥

1 𝜓(𝑡)𝑑𝑡 则有

(1) ∀𝑐 > 0,
1

2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 =


0 0 < 𝑎 ≤ 1

1 − 1
𝑎 1 ≤ 𝑎

(2) ∀𝑐 > 1, 𝜓1 (𝑥) =
1

2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) )𝑑𝑠

核心内容


(3) 𝜓1 (𝑥) ∼ 𝑥2

2

⇓

(4) 𝜓(𝑥) ∼ 𝑥

证明 (1)回忆一下此处积分路径的含义
´ 𝑐+𝑖∞
𝑐−𝑖∞ 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠 = lim𝑅→∞

´ 𝑐+𝑖𝑅
𝑐−𝑖𝑅 𝑓 (𝑠)𝑑𝑠，且容易知道 𝑓 (𝑠) = 𝑎𝑠

𝑠 (𝑠+1) 只有两个

极点 𝑠 = 0, 1。当 𝑎 ≥ 1时，我们需要补充一个半圆区域 𝐶 (𝑅) = {𝑥 ∈ C | |𝑥 − 𝑐 | = 𝑅,Re(𝑥) ≤ 𝑐}以形成积分围道
𝐶𝑅 = 𝐶 (𝑅) ∪ {𝑐 + 𝑖𝑡 ∈ R | |𝑡 | ≤ 𝑅}，并计算相应的积分值

|
ˆ
𝐶 (𝑅)

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝐶 (𝑅)

|𝑎𝑠 |
|𝑠(𝑠 + 1) | 𝑑𝑠 ≤

ˆ
𝐶 (𝑅)

𝑎𝑐

1
2𝑅

2
𝑑𝑠 = 2𝑎𝑐𝜋

1
𝑅
→ 0(𝑅 →∞)

于是可得
1

2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 =
1

2𝜋𝑖

ˆ
𝐶𝑅

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 = Res[ 𝑓 (𝑠), 0] + Res[ 𝑓 (𝑠),−1] = 1 − 1
𝑎

当 0 < 𝑎 ≤ 1时，我们只需补充另一个方向的半圆区域 𝐶 (𝑅) = {𝑥 ∈ C | |𝑥 − 𝑐 | = 𝑅,Re(𝑥) ≥ 𝑐}，即可得到
1

2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 =
1

2𝜋𝑖

ˆ
𝐶𝑅

𝑎𝑠

𝑠(𝑠 + 1) 𝑑𝑠 = 0(区域内全纯)

两种情况的关键区别是 𝑎 ≥ 1,Re(𝑠) ≤ 𝑐 ⇒ |𝑎𝑠 | ≤ 𝑎𝑐 和 0 < 𝑎 ≤ 1,Re(𝑠) ≥ 𝑐 ⇒ |𝑎𝑠 | ≤ 𝑎𝑐，以保证我们后面可以
使得半圆路径的积分为零。
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(2)我们使用 1𝐴(𝑥) =


1 𝑥 ∈ 𝐴

0 𝑥 ∉ 𝐴
来代表指示函数，可以得到两个重要的等式

𝜓(𝑥) =
∑
𝑛≤𝑥

Λ(𝑛) =
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)1𝑛≤𝑥

𝜓1 (𝑥) =
ˆ 𝑥

1
𝜓(𝑡)𝑑𝑡 =

ˆ 𝑥

1

∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)1𝑛≤𝑡𝑑𝑡 =
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)
ˆ 𝑥

1
1𝑛≤𝑡𝑑𝑡 =

∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)(1𝑛≤𝑥
ˆ 𝑥

𝑛
𝑑𝑡) =

∑
𝑛≤𝑥

Λ(𝑛) (𝑥 − 𝑛)

最后我们只需结合前面的各种结论，即可得

1
2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) )𝑑𝑠 =

1
2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛)
𝑛𝑠
)𝑑𝑠

= 𝑥
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛) 1
2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

𝑥𝑠

𝑠(𝑠 + 1)𝑛𝑠 𝑑𝑠

= 𝑥
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛) ( 1
2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞

( 𝑥𝑛 )𝑠

𝑠(𝑠 + 1) )𝑑𝑠

= 𝑥
∞∑
𝑛=1

Λ(𝑛) (1 − 𝑛
𝑥
)

= 𝜓1 (𝑥)

(3)我们实际要估计的就是 (2)所给的积分式。我们记 𝐹 (𝑠) = 𝑥𝑠+1

𝑠 (𝑠+1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) )。我们知道 𝑠 = 1是 𝜁 (𝑠) 仅有的留数

为 1的一阶极点，于是可以在 𝑠 = 1处展开洛朗级数得

𝜁 (𝑠) = 1
𝑠 − 1

+ 𝐻 (𝑠)

其中 𝐻 (𝑠)是全纯函数，因此存在全纯函数 ℎ(𝑠)使得 − 𝜁
′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) = 1

𝑠−1 + ℎ(𝑠)，换言之 −
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) 也同样仅有留数为 1的

一阶极点 𝑠 = 1，故 𝐹 (𝑠)仅有 3个极点 𝑠 = −1, 0, 1。我们构造积分路径

𝛾(𝑇) = {1 + 𝑖𝑥 | |𝑥 | ≥ 𝑇} ∪ {𝑎 ± 𝑖𝑇 | 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑐} ∪ {𝑐 + 𝑖𝑥 | |𝑥 | ≤ 𝑇}

其相对于原路径仅经过全纯区域，故两条路径上的积分值相等

1
2𝜋𝑖

ˆ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 = 1

2𝜋𝑖

ˆ
𝛾 (𝑇 )

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

接着我们来把 𝑠 = 1给圈起来，构造另外的一条路径以形成围道

𝛾(𝑇, 𝛿) = {1 + 𝑖𝑥 | |𝑥 | ≥ 𝑇} ∪ {𝑎 ± 𝑖𝑇 | 1 − 𝛿 ≤ 𝑎 ≤ 1} ∪ {1 − 𝛿 + 𝑖𝑥 | |𝑥 | ≤ 𝑇}

实际上我们就是把 Re(𝑠) = 1往左拉出了一个 𝛿 > 0的小矩形，与 𝛾(𝑇) 正好形成了对应，这里的 𝛿是足够小的，

以保证围道内没有 𝑠 = 1以外的极点，并且没有零点 (讨论 𝐹 (𝑠)的可能零点即可)。于是有
1

2𝜋𝑖

ˆ
𝛾 (𝑇 )

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 = Res[𝐹 (𝑠), 1] + 1
2𝜋𝑖

ˆ
𝛾 (𝑇, 𝛿 )

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑥2

2
+ 1

2𝜋𝑖

ˆ
𝛾 (𝑇, 𝛿 )

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

我们把最后一个积分的路径从下往上依次拆成 5段直线 𝛾(𝑇, 𝛿) = 𝛾1 + 𝛾2 + 𝛾3 + 𝛾4 + 𝛾5，然后一段段进行估计

|
ˆ
𝛾1

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝛾1

| 𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) ) |𝑑𝑠 ≤

ˆ ∞
𝑇

𝑥2

𝑡2
𝐴|𝑡 | 12 𝑑𝑡 ≤ 𝜀

2
𝑥2

|
ˆ
𝛾5

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝛾5

| 𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) ) |𝑑𝑠 ≤

ˆ −𝑇
−∞

𝑥2

𝑡2
𝐴|𝑡 | 12 𝑑𝑡 ≤ 𝜀

2
𝑥2

|
ˆ
𝛾3

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝛾3

| 𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) ) |𝑑𝑠 ≤

ˆ 𝑇

−𝑇

𝑥2−𝛿

𝑡2
𝐴|𝑡 | 12 𝑑𝑡 ≤ 𝐶𝑇𝑥2−𝛿

|
ˆ
𝛾2

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝛾2

| 𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) ) |𝑑𝑠 ≤ 𝐶

′
𝑇

ˆ 1

1−𝛿
𝑥1+𝜎𝑑𝜎 ≤ 𝐶′𝑇

𝑥2

ln 𝑥
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5.2 素数分布

|
ˆ
𝛾4

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤
ˆ
𝛾4

| 𝑥𝑠+1

𝑠(𝑠 + 1) (−
𝜁 ′ (𝑠)
𝜁 (𝑠) ) |𝑑𝑠 ≤ 𝐶

′
𝑇

ˆ 1−𝛿

1
𝑥1+𝜎𝑑𝜎 ≤ 𝐶′𝑇

𝑥2

ln 𝑥

综合上面的各种估计可得

|𝜓1 (𝑥) −
𝑥2

2
| ≤ | 1

2𝜋𝑖

ˆ
𝛾 (𝑇, 𝛿 )

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠 | ≤ 𝜀𝑥2 + 𝐶𝑇𝑥2−𝛿 + 𝐶′𝑇
𝑥2

ln 𝑥

相除可得

| 2𝜙1 (𝑥)
𝑥2 − 1| ≤ 2𝜀 + 2𝐶𝑇𝑥−𝛿 + 2𝐶′𝑇

1
ln 𝑥

由于 lim𝑥→∞ 𝑥−𝛿 = 0, lim𝑥→∞
1

ln 𝑥 = 0，故可得

𝜓1 (𝑥) ∼
𝑥2

2
(4)最后一步算是比较简单的了，我们先强行进行积分转化，往上一个命题靠近即可

𝜓(𝑥)
𝑥
≤ 1
(𝛽 − 1)𝑥2

ˆ 𝛽𝑥

𝑥
𝜓(𝑢)𝑑𝑢

=
1

(𝛽 − 1)𝑥2 (𝜓1 (𝛽𝑥) − 𝜓1 (𝑥))

=
1

(𝛽 − 1) (
𝜓1 (𝛽𝑥)
(𝛽𝑥)2

𝛽2 − 𝜓1 (𝑥)
𝑥2 )

≤ 1
(𝛽 − 1) (

1
2
𝛽2 − 1

2
)

=
1
2
(𝛽 + 1) → 1(𝛽→ 1)

从而可得

lim
𝑥→∞

𝜓(𝑥)
𝑥

= 1

上述证明来自 [31]一书的第七章，个人觉得算是过程比较清晰地对素数定理的证明阐述。

狄利克雷定理

相较于素数定理，接下来要讨论的狄利克雷定理就简单多了，我们先定义一个算术级数集合

𝑘 ≥ 2, 1 ≤ 𝑙 < 𝑘, (𝑙, 𝑘) = 1, 𝐴(𝑘, 𝑙) = {𝑙 + 𝑘𝑡 | 𝑡 ∈ N} = {𝑛 > 0 | 𝑛 ≡ 𝑙 (mod𝑘)}

并且使用

𝜋(𝑥; 𝑘, 𝑙) =
∑

𝑝≤𝑥,𝑝≡𝑙 (mod𝑘 )
1

表示集合 𝐴(𝑘, 𝑙) 中不超过 𝑥的素数的个数，于是可以得到下面的定理。

定理 5.11 (Dirichlet)

♡

设 𝑘 ≥ 2, 1 ≤ 𝑙 < 𝑘, (𝑙, 𝑘) = 1，则 𝐴(𝑘, 𝑙)中有无穷多个素数，或者

lim
𝑥→+∞

𝜋(𝑥; 𝑘, 𝑙) = +∞

证明 (1)我们用 𝑋 表示所有模 k的狄利克雷特征构成的集合。对每个 𝜒 ∈ 𝑋 在区域 Re(𝑠) > 1内有

ln 𝐿 (𝑠, 𝜒) =
∑
𝑝

ln(1 − 𝜒(𝑝)𝑝−𝑠)−1 =
∑
𝑝

∞∑
𝑚=1

(𝜒(𝑝)𝑝−𝑠)𝑚
𝑚

=
∑
𝑝

𝜒(𝑝)𝑝−𝑠 +
∑
𝑝

∞∑
𝑚=2

𝜒(𝑝)𝑚
𝑚

𝑝−𝑠𝑚
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5.3 零散内容

我们记 𝑔𝜒 (𝑠) =
∑
𝑝

∞∑
𝑚=2

𝜒(𝑝)𝑚
𝑚

𝑝−𝑠𝑚，它在 Re(𝑠) > 1
2 内收敛，在 𝑠 = 1处连续。另一方面我们有

∑
𝑝≡𝑙 (mod𝑘 )

1
𝑝𝑠

=
1

𝜑(𝑘)
∑
𝜒∈𝑋

𝜒(𝑙)
∑
𝑝

𝜒(𝑝)𝑝−𝑠 = 1
𝜑(𝑘) (

∑
𝜒∈𝑋

𝜒(𝑙) ln 𝐿 (𝑠, 𝜒) −
∑
𝜒∈𝑋

𝜒(𝑙)𝑔𝜒 (𝑠))

当特征非平凡 𝜒 ≠ 1时 (排除黎曼 zeta函数)时，𝐿 (𝑠, 𝜒)在 𝑠 = 1处解析。而平凡时有

ln 𝐿 (𝑠, 1) = ln 𝜁 (𝑠) ∼ − ln(𝑠 − 1), 𝑠→ 1+

同样地由于
∑
𝜒∈𝑋

𝜒(𝑙)𝑔𝜒 (𝑠)在 𝑠 = 1处解析，故上述和式只有 𝜁 (𝑠) 一项，即

∑
𝑝∈𝐴(𝑘,𝑙)

1
𝑝𝑠
∼ 1
𝜑(𝑘) (1𝐿 (𝑠, 1) − 0) ∼ 1

𝜑(𝑘) (− ln(𝑠 − 1)), 𝑠→ 1+

因此当 𝑠→ 1+时，
∑

𝑝∈𝐴(𝑘,𝑙)

1
𝑝𝑠
→ +∞，从而 𝐴(𝑘, 𝑙)中包含无穷多个素数。

lim
𝑠→1+

∑
𝑝∈𝐴(𝑘,𝑙)

𝑝−𝑠

− ln(𝑠 − 1) =
1

𝜑(𝑘)
可以看到这个证法实际上就是，欧拉使用 𝜁 (𝑠)来证明素数无限的推广。

5.3 零散内容
至此我们算是对解析数论有了一个初步的了解，通常就是两步流程：(1)结论解析化 (2)不等式估计。在“类

数公式”一节中，我们专注于结论的解析化，即将类数的计算转化为一个复解析函数的留数计算，而在“素数分

布”中，我们本身面对的就是一个分析结论，由于大多数的数论函数，都不是可微的，甚至不是连续的，导致我

们只能回归极限的原始定义，进行不等式分析，进行估计，而这些内容正是“解析数论”的精髓所在。另一方面

则是，数论函数 𝑓 (𝑛) 与相应的 D-级数 𝐿 (𝑠, 𝑓 ) 之间可建立的对应关系，使得用分析的方法讨论离散的数论成为
可能。在这个大篇章的最后，我们就稍微地介绍一下，一些著名的东西是如何进行解析化的。

哥德巴赫猜想

所谓哥德巴赫猜想指：任一大于 2的偶数，都可表示成两个素数之和。与之相对的有弱哥德巴赫猜想：任
一大于 7的奇数，都可表示成三个奇素数的和。由于只有 2是偶素数且只有偶数加偶数或奇数加奇数等于偶数，
故哥德巴赫猜想也可以表述成：任一大于 4的偶数，都可表示成两个奇素数之和。于是通过-2+3的操作就能从
哥德巴赫猜想推出弱哥德巴赫猜想，而反过来是不一定可行的。

有关哥德巴赫猜想的第一个进展是通过圆法证明三素数定理 (Vinogradov’s Three Primes Theorem)：每个充
分大的奇整数可以写成三个 (奇)素数的和。这里的“充分大”，指存在一个下界 𝑛0 使得对所有的 𝑛 ≥ 𝑛0 定理成

立，我知道直接这样说，你肯定不好理解，所以我们就来简单阐述一下证明思路以加深理解。

圆法 (Circle Method)的基本思想是简单的，如果我们想要 𝑛 = 𝑛1 + ... + 𝑛𝑟 , 𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖 的方法数，只需构造相应
式子

𝑟∏
𝑖=1

∑
𝑡∈𝑁𝑖

𝑥𝑡 =
∞∑
𝑖=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛

其中 𝑎𝑛 的数值就是我们想要的，于是我们的想法是从和式中挑出 𝑎𝑛，即找到 𝑎𝑛 = 𝑓 (
𝑟∏
𝑖=1

∑
𝑡∈𝑁𝑖

𝑥𝑡 )，这时

我们可以利用 𝑥 的可变性来构造一个正交向量空间，使得 1, 𝑥, ..., 𝑥𝑛, ... 是标准正交基，并且可以定义内积使得

⟨𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗⟩ = 𝛿𝑖 𝑗，这样我们就能得到 𝑎𝑛 = ⟨(
𝑟∏
𝑖=1

∑
𝑡∈𝑁𝑖

𝑥𝑡 ), 𝑥𝑛⟩ = 𝛿𝑖 𝑗。满足上述条件的基和内积都是存在的，即
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5.3 零散内容

(𝑒2𝜋𝑖𝑥)𝑛 ⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ =
ˆ 1

0
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ⇒ ⟨(𝑒2𝜋𝑖𝑥)𝑛, (𝑒2𝜋𝑖𝑥)𝑚⟩ =

ˆ 1

0
𝑒2𝜋𝑖𝑛𝑥𝑒−2𝜋𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥 =


1 𝑛 = 𝑚

0 𝑛 ≠ 𝑚

这样我们的圆法雏形实际上已经完成了，我们来试着用这个方法将三素数定理 𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 进行转化。

对于素数列写成
∑
𝑝≤𝑛

𝑒2𝜋𝑝𝑖𝛼 也不是不行，但各种实践表明，我们选取一个上限 𝑁 ≤ 𝑛并使用下面的素数列和相

应生成的待选取列会更好些

𝑆𝑁 (𝑥) =
∑
𝑘≤𝑁

Λ(𝑘)𝑒2𝜋𝑘𝑖𝑥

𝑆𝑁 (𝑥)3 =
∑

𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3≤𝑁
Λ(𝑘1)Λ(𝑘2)Λ(𝑘3)𝑒2𝜋 (𝑘1+𝑘2+𝑘3 )𝑖𝑥 =

∑
𝑛

(
∑

𝑘1+𝑘2+𝑘3=𝑛
𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3≤𝑁

Λ(𝑘1)Λ(𝑘2)Λ(𝑘3))𝑒2𝜋𝑛𝑖𝑥

我们选一个上界 𝑁 ≤ 𝑛就是想让项数不至于是无限的 (当然可以直接用 n)，在上述式子中，指数方的行为没
有区别，但多了素数指数幂的项 𝑝𝑚，于是

𝑟 (𝑛) = 𝑟 (𝑛, 𝑁) =
ˆ 1

0
𝑆𝑁 (𝑥)3𝑒−2𝜋𝑛𝑖𝑥𝑑𝑥

在 𝑟 (𝑛) > 0时表示 n可以写成三个“素数幂”之和。不过你先别急，后面我会告诉你如何将其转为正统的
三素数定理，先来看一下 Vinogradov的主要结论，其实就是对 𝑟 (𝑛) 的估计。

定理 5.12 (Vinogradov定理)

♡

对任意 𝐴 > 0有

𝑟 (𝑁) ∼ 1
2
𝔖(𝑁)𝑁2 +𝑂 ( 𝑁

2

ln𝐴 𝑁
)

其中

𝔖(𝑁) =
∏
𝑝 |𝑁
(1 − 1

(𝑝 − 1)2
)
∏
𝑝∤𝑁

(1 + 1
(𝑝 + 1)3

)

怎么证明不是我们重点，解释它并推出三素数定理才是我们的目的。上面的𝔖(𝑁)是欧拉积表示，原来的形
式应该是

𝔖(𝑁) =
∞∑
𝑞=1

𝜇(𝑞)
𝜑(𝑞)3

𝑐𝑞 (𝑁), 𝑐𝑞 (𝑁) =
𝑞∑
𝑎=1
(𝑎,𝑞)=1

𝑒−2𝜋 ( 𝑎𝑁𝑞 )𝑖

分式的上下分别是莫比乌斯函数和欧拉函数，𝑐𝑞 (𝑁)是一个乘性函数。𝔖(𝑁)的一个重要估计性质是，我们
可以找到两个常数 0 < 𝑐1 < 𝑐2 使得对所有的奇数 𝑁 有

𝑐1 < 𝔖(𝑁) < 𝑐2

而 𝑁 为偶数时，𝔖(𝑁) = 0，这些性质可以从欧拉积表示中得到。于是对于充分大的奇数 𝑁，𝔖(𝑁) → 1，
𝑟 (𝑁) → 1

2𝑁
2 > 0，读者需要注意误差项 𝑂 ( 𝑁2

ln𝐴 𝑁
) 是可以为负的，但由于 𝑁 2

ln𝐴 𝑁
被分子给放缓了增长速度，故其

在充分大的情形下，比不上 1
2𝑁

2 项。在三素数定理的基础下，无非就只剩下两件事了，一是将充分大的下界不

断地变小，二是用计算机来验证充分大之下的情况，在这篇论文 [15]中完成了剩下的两步，从而证明了弱哥德
巴赫猜想。

注实际上，圆法并不是上述简单的积分转化，而是如何处理上述转化后的积分，很容易发现 𝑒𝑖𝑥 , 𝑥 ∈ R在复平
面上的是一个圆，或者说 𝑒2𝜋𝑛𝑖𝑥 , 𝑥 ∈ R是以 1为周期的函数，这使得我们可以将原来的积分区间 [0, 1] 进行偏移
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5.3 零散内容

[− 1
𝜏 , 1 −

1
𝜏 ], 𝜏 ≥ 1，这木有啥用，但我们可以开始从中挑碎片，来将区间分成两个部分 [− 1

𝜏 , 1 −
1
𝜏 ] = 𝔐 ⊔𝔪，这

里的𝔐是所有

𝔐(𝑎, 𝑞) = {𝛼 | |𝛼 − 𝑎
𝑞
| < 1

𝑄
}, 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 ≤ 𝑃

的并集，𝑃 = ln𝐵 (𝑛)和 𝑄 = 𝑛
ln2𝐵 𝑛

为选定常数，我们把𝔐称为主要弧 (major arcs)，把𝔪称为次要弧 (minor arcs)，
这样我们就可以把 𝑟 (𝑛) 的估计变成两个部分的估计了。你问我为啥这样搞？除了方便难道会有其它理由吗？所
以这些处理本质都是些分析技术。以我个人的观点来看，数论到分析的转化才是“圆法”的关键步骤，或许我给

你说了以后，你会觉得“就这”，但是如果你没有相关的经验又怎么能知道这样转化？又怎么知道这样来与分析

挂上关系？又怎么进行所谓的解析数论呢？“万事开头难”说的就是这个道理。

比起弱哥德巴赫猜想，我们更渴望证明的应该是哥德巴赫猜想本身，通过类似的思想我们很容易把命题写

成

∀𝑛, 𝑟 (𝑛, 𝑁) =
ˆ 1

0
(
∑
𝑝≤𝑁

𝑒2𝜋𝑝𝑖𝑥)2𝑒−2𝜋𝑛𝑖𝑥𝑑𝑥 > 0

但目前通过这种形式证明出的最好结论是：几乎所有的偶数都可被表为两个奇素数的和。这里的“几乎所

有”，实际上就是指不满足的情形几乎可以忽略，我们用 𝐸 (𝑥) 表示不超过 𝑥 的不满足哥德巴赫猜想的偶数的个

数，则严格表示上述的结论就是

lim
𝑥→∞

𝐸 (𝑥)
𝑥

= 0, 𝐸 (𝑥) = 𝑜(𝑥)

因此这实际上是一个严格的解析结论，哥德巴赫猜想实际也可以写成 𝐸 (𝑥) = 2, 𝑥 ≥ 6(2,4=2+2不符合)。使
用哥德巴赫猜想的 𝑟 (𝑁)，通过各种方法，可以与之前一样的估计出

𝑟 (𝑛, 𝑁) = 𝔖2 (𝑛)
𝑛

ln2 𝑛
+𝑂 (𝑁 (ln ln 𝑁)3

ln3 𝑁
),𝔖2 (𝑁) =

∞∑
𝑞=1

𝜇(𝑞)2
𝜑(𝑞)3

𝑐𝑞 (−𝑁) =
𝑁

𝜑(𝑁)
∏
𝑝∤𝑁

(1 − 1
(𝑝 − 1)2

)

读者还需注意这是限制了 𝑁
2 < 𝑛 ≤ 𝑁 的估计结果，于是可以得到

𝐸 (𝑥) − 𝐸 ( 𝑥
2
) = 𝑜( 𝑥

ln𝐴 𝑥
) ⇒ 𝐸 (𝑥) = 𝑜( 𝑥

ln𝐴 𝑥
) = 𝑜(𝑥)

但是，陈景润证明哥德巴赫猜想 1+2情形使用的是筛法。筛法 (SieveMethod)本身，特别是古典的 Eratosthenes
筛法，对于大多数人来说算是很熟悉的了，例如我们要找 n以下的所有素数，我们只需从 2到

√
𝑛进行 𝑘 = 2, 3, ...

倍删数，剩下的就是我们想要的素数了。我们把素因子个数不超过 r的整数称为 r-殆素数，则有

定理 5.13 (陈景润)

♡

每个充分大的偶数都可以表示成一个素数与一个 2-殆素数之和的形式。即每个充分大的偶数都是一个素
数与一个不超过两个素数的乘积之和。

我肯定无法讨论怎么证明它，但是我可以稍微介绍一下证明所使用的工具。我们随便搞个整数集 A ⊂ N和
素数集 P ⊂ N，定义函数

2 ≤ 𝑤 ≤ 𝑧, 𝑃(𝑤, 𝑧) =
∏

𝑤≤𝑝<𝑧
𝑝∈P

𝑝, 𝑃(𝑧) = 𝑃(2, 𝑧)

即 𝑃(𝑧) =
∏
𝑝<𝑧

𝑝表示所有小于 z的素数之积，再给出筛函数

𝑆(A;P, 𝑧) =
∑
𝑎∈A

(𝑎,𝑃 (𝑧) )=1

1
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5.3 零散内容

即 𝑆(A;P, 𝑧)表示A中没有小于 z的素因子的元素个数，换句话说就是，我们从A中删去所有小于 z的素
数的倍数所剩下的元素个数 𝑆(A;P, 𝑧) = |{𝑎 ∈ A | ∀𝑝 ∈ P ∩ (1, 𝑧), 𝑝 ∤ 𝑎}|，它的一个经典结果是

𝑆(A;P, 𝑧) =
∑
𝑎∈A

∑
𝑑 | (𝑎,𝑃 (𝑧) )

𝜇(𝑑) =
∑
𝑑 |𝑃 (𝑧)

𝜇(𝑑)
∑
𝑑 |𝑎∈A

1 =
∑
𝑑 |𝑃 (𝑧)

𝜇(𝑑) |A𝑝 |

这里的筛子 P 实际上是可以不断改进的，我们记 P𝑛 ⊂ P 表示所有不能整除 𝑛的素数，则 P1 = P 表示所有
的素数、P2 = P − {2}表示所有的奇素数。对于 𝑥 ≥ 𝑦 > 1, 𝑥 − 𝑦 ≥ √𝑥，我们使用 A = {𝑎 | 𝑥 − 𝑦 < 𝑎 ≤ 𝑥}则有

𝜋(𝑥) − 𝜋(𝑥 − 𝑦) = 𝑆(A;P,
√
𝑥) + 𝑟 (𝑥), 𝑟 (𝑥) =


−1

√
𝑥是素数

0 其它

接着我们试着用筛函数来描述我们的猜想。对于任意偶数 𝑁，我们取 A = {𝑁 − 𝑝 | 𝑝 ∈ P, 𝑝 ≤ 𝑁}，即用 𝑁

减去所有的素数所生成的整数集，接着我们只需要挑出所有非素数，证明剩下的元素个数大于零，也就是下面

的不等式

∀𝑁, 𝑆(A;P,
√
𝑁) > 0

即可证明哥德巴赫猜想。不过这个还没有被证明就是了，这里的筛子和上界具有可变性，如果我们想要它

把 r-殆素数给剩下来，就可以将不等式变成

∀𝑁, 𝑆(A;P, 𝑁 1
𝑟+1 ) > 0

准确来说，它只是放行了一些 r-殆素数，还有一些小于 𝑁
1
𝑟+1 的素数生成的殆素数依旧被框住。有了之前的

基础，剩下要做的事，我想读者应该心里有数了，就是对筛函数进行估计，当然在实际证明各种情形的时候，对

内部的各种参数有不同程度的修改，以便于以后的分析，比如加权筛法就是其中一个重要的变种。筛法的另一

个成果就是给出了一个接近孪生素数猜想的定理。

定理 5.14 (陈景润)

♡
存在无穷多个素数 p使得 p+2是 2-殆素数。

此时，我们可以选取 A = {𝑎 | 𝑎 = 𝑛(𝑛 − ℎ), 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑥}，并使用 𝑍 (𝑥, ℎ) 表示，使得 𝑛 ≤ 𝑥 且 𝑛和 𝑛 − ℎ均为
素数的 𝑛的个数，则孪生素数猜想实际就是说 lim𝑥→+∞ 𝑍 (𝑥, 2) = +∞，而我们的筛函数可以给出它的区域上下界

𝑆(A;P, 2
√
𝑥) − 2 ≤ 𝑍 (𝑥, ℎ) ≤ 𝑆(A;P, 𝑥) + 𝜋(𝑥)

于是我们就将素数间隔函数的估计变成了筛函数的估计，更多内容就留给读者自己去探索了。

孪生素数猜想

所谓孪生素数猜想指：存在无穷多个素数 p，使得 p+2是素数。此时我们把 (𝑝, 𝑝 + 2)称为一对孪生素数，我
们还可以推广为 (𝑝, 𝑝 + 2𝑘)，如果我们更进一步，记 𝜋2 (𝑥) =

∑
𝑝≤𝑥
(𝜋(𝑝 + 2) − 𝜋(𝑝)) 表示不超过 𝑥 + 2的孪生素数

个数，则孪生素数猜想表述为 lim𝑥→+∞ 𝜋2 (𝑥) = +∞，而 Hardy-Littlewood第一猜想就是说

𝜋2 (𝑥) ∼ 𝐶2
𝑥

ln2 𝑥
, 𝐶2 = 2

∏
𝑝>2
(1 − 1

(𝑝 − 1)2
)

这里的 𝐶2 也称为孪生素数常数，更进一步其实还有 k素数组猜想 (k-Tuple Conjecture)，但有些过于遥远就
别去想了。对应地有 Hardy-Littlewood第二猜想
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5.3 零散内容

𝜋(𝑥) + 𝜋(𝑦) ≥ 𝜋(𝑥 + 𝑦)

但这和孪生素数猜想没啥关系，因为孪生素数猜想在这种情形下应该表述成存在无穷多个素数 𝑝使得 𝜋(𝑝 +
2) − 𝜋(𝑝) = 1，而上面的猜想只能推出一句废话 𝜋(𝑥 + 2) − 𝜋(𝑥) ≤ 𝜋(2) = 1。相较于哥德巴赫猜想，孪生素数猜
想的研究就相形见绌了，比较重要的就两个，一个是我们上面所讨论的陈景润的结论，但它的素数是不够纯净

的殆素数，另一个就是张益唐，我们记 𝑝𝑛 表示第 n个素数，则这篇论文 [35]给出了核心结论

lim inf
𝑛→∞

(𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛) < 7 × 107

下极限指收敛子列极限值的下确界，排除 𝑝1 = 2以后，数列 𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛, 𝑛 > 1的最小值一定是 2，因此孪生
素数猜想也能写成

lim inf
𝑛→∞

(𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛) = 2

实际上，就算我们不知道孪生素数猜想本身，下极限 lim inf𝑛→∞ (𝑝𝑛+2 − 𝑝𝑛)的值也表示无穷多对素数的最小
间隔。至于证明过程，我想读者应该是可以猜到的，就是找到待估计函数，然后进行大量的不等式估计来推出结

论，算是分析的老传统了，而我就来讲一下没啥用的第一步，更详细的过程，就准备好你的不等式和分析能力，

然后去读原论文吧，因为那才是证明的核心内容。我们先记一个整数列 H𝑘 = {ℎ1, ..., ℎ𝑘}，使用 𝑣𝑝 (H) 表示 H
中模 p剩余类的个数，并且H𝑘 是容许的 (admissible)指：∀𝑝, 𝑣𝑝 (H) < 𝑝，于是有下面的定理。

定理 5.15 (张益唐)

♡

设 𝑘0 ≥ 3.5 × 106，H𝑘0 是容许的。则存在无穷多个整数 𝑛使得

{𝑛 + ℎ1, 𝑛 + ℎ2, ..., 𝑛 + ℎ𝑘0 }

包含至少两个质数。

由简单的事实 𝜋(7 × 107) − 𝜋(𝑘0 = 3.5 × 106) > 𝑘0 = 3.5 × 106，我们可以取到 𝑘0 个区间 (𝑘0, 7 × 107) 内的素
数，由它们构成的 H 一定是容许的 (𝑝 ≤ 𝑘0 ⇒ 𝑣𝑝 (H) ≤ 𝑝 − 1 < 𝑝; 𝑝 > 𝑘0 ⇒ 𝑣𝑝 (H) ≤ 𝑘0 < 𝑝)，故我们可以找
到无穷多对素数，它们之间的间隔不会超过 maxH < 7 × 107。我们任意给定一个实函数 𝜆(𝑛)，并定义

𝜃 (𝑛) =


ln 𝑛 𝑛是素数

0 其它

如果我们能证明下面的不等式

𝑆2 (𝑥) − (ln 3𝑥)𝑆1 (𝑥) > 0, 𝑆1 (𝑥) =
∑

𝑥≤𝑛≤2𝑥
𝜆(𝑛)2, 𝑆2 =

∑
𝑥≤𝑛≤2𝑥

(
𝑘0∑
𝑖=1

𝜃 (𝑛 + ℎ𝑖))𝜆(𝑛)2

则说明 {𝑛+ℎ1, 𝑛+ℎ2, ..., 𝑛+ℎ𝑘0 }中至少存在两个素数。原理其实很好理解，我们可以通过选取适当的 𝜆(𝑛)，来
保证 𝑆1是个正值，由于不考虑 𝑝1 = 2则 ln 𝑝 ≥ ln 3 > 1，则 𝑆2会由于增加的素数而被放大，于是 𝑆2 (𝑥) −𝑆1 (𝑥) > 0
表示至少有一个素数。接着我们需要通过增加系数来调整条件，至于为什么是 ln 3𝑥 可以说明至少有两个素数，
需要看张益唐证明源头的两篇文章 [12, 13]，解释起来有点麻烦，我也懒得讲了。最后得到的估计式是

𝑆2 (𝑥) − (ln 3𝑥)𝑆1 (𝑥) ≥ 𝔖𝑥(ln𝐷)𝑘0+2𝑙0+1 + 𝑜(𝑥L𝑘0+2𝑙0+1)

里面的一大堆常数都没有关注的必要，核心就是 𝑘𝑥 + 𝑜(𝑥)，因此对于充分大的 𝑥有 𝑆2 (𝑥) − (ln 3𝑥)𝑆1 (𝑥) > 0。
当我们得到这个充分大的 𝑥时，只需不断地从区间 [𝑥, 2𝑥 +maxH], [2𝑥 +maxH , 2(2𝑥 +maxH) +maxH], ...中取
出那至少的两个素数即可获得无穷多对满足定理的素数对，从而完成证明。
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整数分拆

我们再来讲一个似乎没什么人知道的华林问题 (Waring’s problem)，它的核心就是研究数论函数 𝑔(𝑘), 𝑘 ≥ 2，
其表示方程

∀𝑁, 𝑥𝑘1 + ... + 𝑥
𝑘
𝑚 = 𝑁, 𝑥 𝑗 ≥ 0

有整数解的最小值 𝑚 = 𝑔(𝑘)。一些简单的结果如下

𝑔(2) = 4(四平方和定理), 𝑔(3) = 9(九立方和定理), 𝑔(4) = 19, 𝑔(5) = 37

根据一些基础知识可以进一步猜想，它的精确表达式为

𝑔(𝑘) = 2𝑘 + [( 3
2
)𝑘] − 2

至于证明当然是没有的，不然也不会叫猜想了，但我们可以来估计函数的上下界，在这里 [8]给出了一个上
界估计，再结合显而易见的下界即可得

2𝑘 + [( 3
2
)𝑘] − 2 ≤ 𝑔(𝑘) ≤ (2𝑘 + 1)260(𝑘+3)3𝑘+8

所以关键在于函数上界的估计，哦，我们好像忘记了存在性定理，这有必要吗？连估计都出来了，就没必要

去回头了。如何去研究它呢？稍微想想也能明白，就是十分成熟的我们之前所讨论的圆法了，想要继续深造的

读者可以看这个 [38]八百多页的大块头。而我更想讨论的是，与华林问题有那么一点相似的整数分拆问题，它
的关键是研究分拆函数 (partition function)𝑝(𝑛)，其表示下面整数拆分的个数

𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 + ... + 𝑛𝑙 , 𝑛1 ≥ 𝑛2 ≥ ... ≥ 𝑛𝑙 > 0

一些简单的实例如下

𝑝(1) = 1, 𝑝(2) = 2(2 = 1 + 1), 𝑝(3) = 3(3 = 1 + 1 + 1 = 2 + 1)

𝑝(4) = 5, 4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 = 3 + 1 = 2 + 2

𝑝(5) = 7, 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

不过这个函数其实没有想象中那么复杂，我们很容易得到它的递归式和母函数

定理 5.16 (基本性质)

♡

𝑛𝑝(𝑛) =
𝑛∑
𝑙=1

𝜎(𝑙)𝑝(𝑛 − 𝑙)

𝑝(0) = 1, |𝑧 | < 1⇒
∞∑
𝑛=0

𝑝(𝑛)𝑧𝑛 =
∞∏
𝑟=1
(1 − 𝑧𝑟 )−1 = 𝑃(𝑧)

但读者可别想着用圆法来研究这个问题，虽然我们看到了令人兴奋的加法，但是存在性不需要我们来证明，

相应的积分估计就没什么意义了，而算出具体的值才是王道，这实际需要利用模形式的相关理论才行。有关模形

式，我在以前讲太多了，不知道的可以去回顾这本书 [42]，在十一章的第二节中，可以得到母函数的函数方程为

𝑒−
2𝜋𝑖𝜏

24 𝑃(𝑒2𝜋𝑖𝜏) = 𝜂−1 (𝜏)
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这里的 𝜂(𝜏) = 𝑒 2𝜋𝑖𝜏
24

∞∏
𝑟=1
(1 − 𝑒2𝜋𝑖𝑟 𝜏) 是狄利克雷 𝜂函数。既然我们有了强大无比的模形式，进行下面这样的

近似

ln 𝑝(𝑛) ∼ 𝜋
√

2
3
𝑛

1
2

就太掉价了，而应该直接就来一个渐进估计

𝑝(𝑛) = 1
4
√

3
𝑒𝜆
√
𝑚

𝑚
(1 +𝑂 ( 1

√
𝑚
)), 𝜆 = 𝜋

√
2
3
, 𝑚 = 𝑛 − 1

24

至于用来计算的级数展开也是有的

𝑝(𝑛) =
∞∑
𝑘=1

√
𝑘𝐴𝑘 (𝑛)𝜓𝑘 (𝑛)

𝐴𝑘 (𝑛) =
𝑘∑
ℎ=1

𝛿𝑔𝑐𝑑 (ℎ,𝑘 ) ,1𝑒

𝜋𝑖

𝑘−1∑
𝑗=1

𝑗

𝑘
( ℎ 𝑗
𝑘
− [ ℎ 𝑗

𝑘
] − 1

2
) − 2𝜋𝑖ℎ𝑛

𝑘

𝜓𝑘 (𝑛) =
1
𝜋
√

2
𝑑

𝑑𝑛
( 1√
𝑛 − 1

24

sinh( 𝜋
𝑘

√
2
3
(𝑛 − 1

24
)))

充分大与几乎所有

不知读者有没有意识到这节的与众不同之处，没错，就是充分大笼罩着几乎所有的命题。如果一个命题不带

有充分大几个字，这意味其本身就是一个分析命题，例如素数定理 𝜋(𝑥) ∼ 𝑥
ln 𝑥，或者某种性质的数有无穷个所对应

到的计数函数𝐶 (𝑥)满足式 lim𝑥→∞ 𝐶 (𝑥) = ∞。另一种情况则是下界被充分优化到了可以计算的程度，弱哥德巴赫
猜想就是典型，而哥德巴赫猜想的 1+2情形证明又说明了下界不一定能得到优化，这篇文章 [34]给出了这个巨大
的下限是 𝑒𝑒

36
。当然所谓的验证并不是说得到一个小的下界就行，比如基于张益唐的理论，对 lim inf𝑛→∞ (𝑝𝑛+1−𝑝𝑛)

的上界估计压缩到了 246，但这种存在无穷性质的命题是无法用计算机来验证的。当然分析本身远不止分析那么
简单，在这本书 [32]的第三部分中，我们可以看到使用概率论来解决数论问题的方法，但实际上只是借助了一
些概率论的术语和简单工具，本质的过程还是分析学，由这种方法得到的典型结论就是：(Green-Tao)存在长度
为 𝑘 ≥ 1的仅由素数构成的等差数列。而它的核心就是证明一个期望估计式

E𝑛,𝑟∈[𝑁 ] ( 𝑓 (𝑛) 𝑓 (𝑛 + 𝑟)... 𝑓 (𝑛 + (𝑘 − 1)𝑟)) ≥ 𝑐(𝑘, 𝛿) − 𝑜𝑘, 𝛿 (1)

而估计的方法就是我们分析的那一套内容了。一个类似的词语是几乎所有，我们之前也见过，也是一种分析

式的文字描述，比如下面这个定理：(Bohr-Landau)函数 𝜁 (𝑠) 的几乎全部非平凡零点都位于 Re(𝑠) = 1
2 附近。我

们可以使用分析的语言把定理写成

∀𝜎 >
1
2
, lim
𝑇→∞

𝑁 (𝜎,𝑇)
𝑁 (𝑇) = 0, 𝑁 (𝑇) = {𝑠 | 𝜁 (𝑠) = 0, 0 < Re(𝑠) < 1, 0 < Im(𝑠) ≤ 𝑇}, 𝑁 (𝜎,𝑇) = {𝑠 ∈ 𝑁 (𝑇) | Re(𝑠) ≥ 𝜎}

我们知道古典概率的计算方法就是组合和排列，我们利用的是离散计数本身，因此在数论研究中也可能会

用到组合的方法，但这玩意的系统性书籍比较少，在 [11]或 [24]的第二部分都有介绍，但算不上什么重点内容，
或者说用数论的方法研究组合才比较恰当。既然谈到了计数，那么计算是不是也该来插一脚，例如 [7]一书，虽
然翻译成“计算数论”像一个新方向，但其探讨的无非就是一些数论的相关算法和密码学应用。“无论分析还是

组合，计算的确是一个基本功，到处都要用到。”
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第六章 实数与逼近

或许你听过各种各样的数论，像组合数论、概率数论、计算数论、几何数论、超越数论、堆垒素数论等等，

但名字真的很重要吗？数学本身就是一个各分部之间紧密关联的学科，各种方法理论的互相渗透是见怪不怪的

事了。或许有些人喜欢这种界线分明的感觉，比如MSC1就将数学各方向进行了十分详细地划分，但我个人并不

喜欢这种隔阂感，认为“数理逻辑、集合论-序数公理、定理与证明”的划分就已经足够了，或许我无需强求你
接受我的观点，但是我写书来传播我的观点也是我写书的初衷。通常情况下，我们基本都是在“定理与证明”这

一层中研究数学，而公理基本都是被我们默默接受的东西，以我个人的视角来看理解“定理证明中的依赖关系”

才是最重要的。看过我以前写的文章的读者应该能够理解，我是十分注重定义的依赖关系和符号统一性的，而

不严谨的内容往往都是放到一段段的说明文字中去，但无论如何都要保证“定义”和“定理”词目中的每一个细

节都在前面有过说明。好吧，我的废话好像说太多了，从这一章开始，我们都不会带上“数论”两字，而是以我

们研究什么作为标题，代数和分析这两个巨头已经把数论的计算给玩坏了，几何什么的根本就插不了手，或者

说它只是来添麻烦的。在这一章中，我们将讨论实数。

6.1 超越数
所谓无理数指集合 R − Q内的元素，由于它不具备完全确定的表示还精确的计算，使得无理数的研究在实

数的讨论之间占据着主要地位。由实数的严格定义为有理数列极限可知，无理数自身具有分析性质，因此实分

析才是无理数的四则运算，而不像有理数那样只有加减乘除。但无理数中还有一部分特殊的存在，它们是整系

数一元多项式方程的根，称为代数数，由于这一特性导致对于代数数的分析可以稍微摆脱分析的束缚，使用一

些初等的代数方法推出一些简单的结论，比如根式的研究，就给人一种十分明晰的感觉。因此真正十分需要分

析手段的，当属于超越数的研究了，比如两大常数 𝜋和 𝑒，因此许多无理数的结论都扎根于此，因为它有这个资

本，我们这就来介绍一下这些结论。

几个重要常数

我们直接给出几个重要常数的定义，它们依次是：圆周率、自然底数、欧拉常数

𝜋 = 2
ˆ 1

0

𝑑𝑡
√

1 − 𝑡2

𝑒 = lim
𝑛→∞
(1 + 1

𝑛
)𝑛

𝛾 = lim
𝑛→∞
((

𝑛∑
𝑘=1

1
𝑘
) − ln 𝑛)

下面是两个十分基础的结论

定理 6.1 (无理性)

♡𝑒和 𝜋都是无理数。

证明 (1)我们先来证明比较简单的前一个，假设 𝑒 = 𝑝
𝑞 , (𝑝, 𝑞) = 1是有理数，我们取 𝑛 > 𝑞则有

𝑛!𝑒 = 𝑛!
𝑝

𝑞
= 1 × 2 × ... × (𝑞 − 1) × (𝑞 + 1) × ... × 𝑛 × 𝑝

1Mathematics Subject Classification,https://zbmath.org/classification/

https://zbmath.org/classification/


6.1 超越数

为整数。另一方面，根据分析学的基本结论可知

𝑒 =
∞∑
𝑖=0

1
𝑖!

= 1 + 1
1!
+ 1

2!
+ ...

于是可得

𝑛!𝑒 = 𝑁 + 𝑅𝑛+1, 𝑁 = 𝑛!
𝑛∑
𝑖=0

1
𝑖!
∈ N

最后我们来估计剩余部分

0 < 𝑅𝑛+1 = 𝑛!
∞∑

𝑖=𝑛+1

1
𝑖!
<

1
𝑛 + 1

(
∞∑
𝑗=0

1
(𝑛 + 2) 𝑗 ) =

𝑛 + 2
(𝑛 + 1)2

<
2

𝑛 + 1
≤ 1

故又可得 𝑛!𝑒非整数，矛盾，从而定理得证。
(2)同样地我们也使用反证法，假设 𝜋 = 𝑝

𝑞 , (𝑝, 𝑞) = 1是有理数，并取一个较大的 𝑛构造函数

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 (𝑝 − 𝑞𝑥)𝑛
𝑛!

= 𝑞𝑛
𝑥𝑛 (𝜋 − 𝑥)𝑛

𝑛!
, 𝐹 (𝑥) =

𝑛∑
𝑖=0
(−1)𝑖 𝑓 (2𝑖) (𝑥)

注意到

𝑓 (𝑘 ) (0) = 𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
( 𝑥
𝑛 (𝑝 − 𝑞𝑥)𝑛

𝑛!
) |𝑥=0

=
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(
𝑥𝑛 (

𝑛∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑛𝑝
𝑛−𝑖 (−𝑞𝑥)𝑖)

𝑛!
) |𝑥=0

=
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(

𝑛∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑛𝑝
𝑛−𝑖 (−𝑞)𝑖𝑥𝑛+𝑖

𝑛!
) |𝑥=0

=

𝑛∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑛𝑝
𝑛−𝑖 (−𝑞)𝑖 (𝑛 + 𝑖)...(𝑛 + 𝑖 + 1 − 𝑘)𝑥𝑛+𝑖−𝑘

𝑛!
|𝑥=0

=
𝑛∑
𝑖=0

𝑝𝑛−𝑖 (−𝑞)𝑖𝑥𝑛+𝑖−𝑘𝐶
𝑖
𝑛 (𝑛 + 𝑖)...(𝑛 + 𝑖 + 1 − 𝑘)

𝑛!
|𝑥=0

= 𝑝2𝑛−𝑘 (−𝑞)𝑘−𝑛𝐶𝑘−𝑛𝑛

𝑘!
𝑛!

, 𝑛 + 𝑖 − 𝑘 = 0⇒ 𝑖 = 𝑘 − 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛

因此当 0 ≤ 𝑘 < 𝑛 或 𝑘 > 2𝑛 时， 𝑓 (𝑘 ) (0) = 0；当 𝑛 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑛 时， 𝑓 (𝑘 ) (0) 显然也是一个整数。接着我们利用
𝑓 (𝜋 − 𝑥) = 𝑓 (𝑥)，不断求导，即可得

(−1)𝑘 𝑓 (𝑘 ) (𝜋) = 𝑓 (𝑘 ) (0)

从而 𝑓 (𝑘 ) (𝜋)也是整数，进而 𝐹 (0)和 𝐹 (𝜋) 是整数，更进一步有ˆ 𝜋

0
𝑓 (𝑥) sin 𝑥𝑑𝑥 = [𝐹′ (𝑥) sin 𝑥 − 𝐹 (𝑥) cos 𝑥] 𝜋0 = 𝐹 (𝜋) + 𝐹 (0)

是整数。另一方面，我们可以估计ˆ 𝜋

0
𝑓 (𝑥) sin 𝑥𝑑𝑥 <

ˆ 𝜋

0
𝑞𝑛
𝜋2𝑛

𝑛!
1𝑑𝑥 = 𝜋

(𝑞𝜋2)𝑛
𝑛!

由于 lim𝑛→∞
𝑎𝑛

𝑛! = 0, 𝑎 > 0，故对于充分大的 𝑛有

0 <
ˆ 𝜋

0
𝑓 (𝑥) sin 𝑥𝑑𝑥 < 𝜋 (𝑞𝜋

2)𝑛
𝑛!

< 1

是非整数，矛盾，从而定理得证。

定理 6.2 (超越性)

♡𝑒和 𝜋都是超越数。
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6.1 超越数

证明 (1)先从比较简单的前一个开始，假设 𝑒是代数数，即有整系数方程
𝑚∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑒
𝑖 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒 + ... + 𝑎𝑚𝑒𝑚 = 0, 𝑎0, ..., 𝑎𝑚 ∈ Z

我们选取一个较大的素数 𝑝 > 2构造函数

𝑓 (𝑥) =
𝑥𝑝−1 ∏𝑚

𝑖=1 (𝑥 − 𝑖) 𝑝
(𝑝 − 1)! , 𝐹 (𝑥) =

𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑖=0

𝑓 (𝑖) (𝑥)

则有

𝐼 =
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑖

ˆ 𝑖

0
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

𝑚∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑒
𝑖

ˆ 𝑖

0
(𝐹 (𝑥) − 𝐹′ (𝑥))𝑒−𝑥𝑑𝑥

=
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑖 (
ˆ 𝑖

0
𝐹 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 − (𝐹 (𝑥)𝑒−𝑥 |𝑖0 −

ˆ 𝑖

0
𝐹 (𝑥)(−𝑒−𝑥)𝑑𝑥))

=
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑖 (𝐹 (0) − 𝐹 (𝑖)𝑒−𝑖)

= (0 − 𝑎0)𝐹 (0) −
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑖 (𝐹 (𝑖)𝑒−𝑖)

= −𝑎0𝐹 (0) −
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐹 (𝑖)

先考虑 𝐹 (𝑖), 𝑖 = 1, ..., 𝑚，显然当 0 ≤ 𝑘 < 𝑝时， 𝑓 (𝑘 ) (𝑖) = 0；当 𝑘 ≥ 𝑝时，我们有

𝑓 (𝑘 ) (𝑖) = 𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(
𝑥𝑝−1 ∏𝑚

𝑖=1 (𝑥 − 𝑖) 𝑝
(𝑝 − 1)! ) |𝑥=𝑖

=
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(

𝑥𝑝−1
𝑚∏
𝑖=1

𝑝∑
𝑗=0

𝐶
𝑗
𝑝𝑥
𝑝− 𝑗 (−𝑖) 𝑗

(𝑝 − 1)! ) |𝑥=𝑖

=
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(

𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑖=𝑝−1

𝑛𝑖𝑥
𝑖

(𝑝 − 1)! ) |𝑥=𝑖 , 𝑛𝑘 ∈ N

=

𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑗=𝑝−1

𝑛 𝑗 𝑗 ( 𝑗 − 1)...( 𝑗 + 1 − 𝑘)𝑥 𝑗−𝑘

(𝑝 − 1)! |𝑥=𝑖

=
𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑗=𝑝−1

𝑛 𝑗
𝑗 ( 𝑗 − 1)...( 𝑗 + 1 − 𝑘)

(𝑝 − 1)! 𝑖 𝑗−𝑘

=
𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑗=𝑝−1

𝑛 𝑗𝑖
𝑗−𝑘𝐶𝑘𝑗

𝑘!
(𝑝 − 1)!

从而 𝑝 | 𝑓 (𝑘 ) (𝑖)是整数，进而 𝑝 | 𝐹 (𝑖)是整数。再考虑 𝐹 (0)，显然当 0 ≤ 𝑘 < 𝑝 − 1时， 𝑓 (𝑘 ) (0) = 0；当 𝑘 = 𝑝 − 1
时，其相当于泰勒展开的第一个系数，从而有

𝑓 (𝑝) (0) =
𝑚∏
𝑖=1
(0 − 𝑖) 𝑝 = (−1) 𝑝𝑚 (𝑚!) 𝑝

选取 𝑝 > 𝑚则 𝑝 ∤ 𝑓 (𝑝) (0)是整数；当 𝑘 > 𝑝 − 1时

𝑓 (𝑘 ) (0) =
𝑚𝑝+𝑝−1∑
𝑗=𝑝−1

𝑛 𝑗0 𝑗−𝑘𝐶𝑘𝑗
𝑘!

(𝑝 − 1)!

= 𝑛𝑘𝐶
𝑘
𝑘

𝑘!
(𝑝 − 1)! , 𝑗 − 𝑘 = 0⇒ 𝑗 = 𝑘
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6.1 超越数

从而有 𝑝 | 𝑓 (𝑘 ) (0)是整数，进而 𝑝 ∤ 𝐹 (0)是整数，我们进一步选取 𝑝 > max{𝑚, |𝑎0 |}，则 𝑝 ∤ 𝐼是非零整数 (𝑝 | 0)。
另一方面，我们可以估计

|𝐼 | ≤
𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 |𝑒𝑚 |

ˆ 𝑖

0
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 | ≤ 𝑒𝑚

𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 |
ˆ 𝑖

0
| 𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥 |𝑑𝑥

≤ 𝑒𝑚
𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 |
ˆ 𝑖

0

𝑚𝑝−1 (𝑚𝑝)𝑚
(𝑝 − 1)! 𝑒−𝑥𝑑𝑥

≤ 𝑒𝑚
𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 |

𝑚𝑚𝑝+𝑝−1

(𝑝 − 1)! ,

ˆ 𝑖

0
𝑒−𝑥𝑑𝑥 = [−𝑒−𝑥]𝑖0 = 1 − 1

𝑒𝑖
< 1

=
𝑚 (𝑚+1) 𝑝−1

(𝑝 − 1)! 𝑒𝑚
𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 |

由于 lim𝑝→∞
𝑚(𝑚+1) 𝑝−1

(𝑝−1)! = 0, 𝑚 > 0，故对于充分大的素数 𝑝有

0 < |𝐼 | ≤ 𝑚
(𝑚+1) 𝑝−1

(𝑝 − 1)! 𝑒𝑚
𝑚∑
𝑖=1
|𝑎𝑖 | < 1

是非整数，矛盾，从而定理得证。

(2)我们之所以难处理 𝜋，主要因为其没有优秀的解析式，此时我们只能借助欧拉公式 𝑒𝑖 𝜋 = −1来辅助证明。
假设 𝜋是代数数，则 𝜃 = 𝑖𝜋也是代数数 (封闭性)，故有整系数方程

𝑚∑
𝑖=0

𝛼𝑖𝜃
𝑖 = 𝛼0 + 𝛼1𝜃 + ... + 𝛼𝑚𝜃𝑚 = 0, 𝛼0, ..., 𝛼𝑚 ∈ Z

设它的所有根为 𝜃 = 𝜃1, ..., 𝜃𝑚，则里面至少有一个 𝑖𝜋，故有等式
𝑚∏
𝑖=1
(1 + 𝑒𝜃𝑖 ) = (1 + 𝑒𝜃1 )...(1 + 𝑒𝜃𝑚 ) = 0

我们把它展开，可以得到这样的形式

𝑞 + 𝑒𝑎1 + ... + 𝑒𝑎𝑛 = 0, 𝑞 = 2𝑚 − 𝑛 ∈ N, 𝑎𝑖 =
𝑚∑
𝑖=1

𝜀𝑖𝜃𝑖 ≠ 0, 𝜀𝑖 = 0, 1

我们选取一个较大的素数 𝑝 > 2构造函数

𝑓 (𝑥) =
𝑥𝑝−1 ∏𝑛

𝑖=1 (𝑙 (𝑥 − 𝑎𝑖)) 𝑝
(𝑝 − 1)! , 𝐹 (𝑥) =

𝑛𝑝+𝑝−1∑
𝑖=0

𝑓 (𝑖) (𝑥)

注意到在 𝑓 (𝑥)中我们添加了一个调整系数 𝑙，实际上由对称多项式的理论可知
∏𝑛
𝑖=1 (𝑥 − 𝑎𝑖) ∈ Q[𝑥]，因此我们取

𝑙 是展开中所有系数分母的最小公倍数，从而使得
∏𝑛
𝑖=1 𝑙 (𝑥 − 𝑎𝑖) ∈ Z[𝑥] 成立。此时有

𝐽 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑒𝑎𝑖
ˆ 𝑎𝑖

0
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑒𝑎𝑖
ˆ 𝑎𝑖

0
(𝐹 (𝑥) − 𝐹′ (𝑥))𝑒−𝑥𝑑𝑥

=
𝑛∑
𝑖=1

𝑒𝑎𝑖 (𝐹 (0) − 𝐹 (𝑎𝑖)𝑒−𝑎𝑖 )

= (0 − 𝑞)𝐹 (0) −
𝑛∑
𝑖=1

𝑒𝑎𝑖𝐹 (𝑎𝑖)𝑒−𝑎𝑖

= −𝑞𝐹 (0) −
𝑛∑
𝑖=1

𝐹 (𝑎𝑖)

我们不做多余的论证，由 (1)类似方法可得，当 𝑝 > 2足够大时，𝑝 ∤ 𝐹 (0)是整数，𝑝 | 𝐹 (𝑎𝑖)是整数，从而 𝑝 ∤ 𝐽
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6.1 超越数

是非零整数。另一方面，我们可以估计

|𝐽 | ≤
𝑛∑
𝑖=1
|𝑒𝑎𝑖
ˆ 𝑎𝑖

0
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥 | =

𝑛∑
𝑖=1
|𝑒𝑎𝑖 | |

ˆ 𝑎𝑖

0

𝑙𝑛𝑝𝑥𝑝−1 ∏𝑛
𝑖=1 (𝑥 − 𝑎𝑖) 𝑝

(𝑝 − 1)! 𝑒−𝑥𝑑𝑥 |

≤
𝑛∑
𝑖=1
|𝑒𝑎𝑖 | 𝑙

𝑛𝑝 |𝑎𝑖 |𝑛𝑝+𝑝−1

(𝑝 − 1)! |𝑎𝑖 |

≤
𝑛∑
𝑖=1
|𝑒𝑎𝑖 | (𝑙

𝑛 |𝑎𝑖 |𝑛+1) 𝑝
(𝑝 − 1)!

读者需要注意，虽然 𝑎𝑖 不一定是实的，但我们所给的函数是全纯的，因此复积分与路径无关，可以像实积分那

样运算。这里的 𝑛是个可控的有限数，由于 lim𝑝→∞
𝑎𝑝

(𝑝−1)! = 0, 𝑎 > 0，故对于充分大的素数 𝑝有

0 < |𝐽 | ≤
𝑛∑
𝑖=1
|𝑒𝑎𝑖 | (𝑙

𝑛 |𝑎𝑖 |𝑛+1) 𝑝
(𝑝 − 1)! < 1

是非整数，矛盾，从而定理得证。

虽然我们不能证明 𝛾的无理性和超越性，但我们可以得到一些好康的公式。

定理 6.3 (欧拉常数 [29])

♡

(1)𝛾 = −Γ′ (1)

(2)𝛾 = 1 − ln 3
2 −

∞∑
𝑘=1

𝜁 (2𝑘 + 1) − 1
4𝑘 (2𝑘 + 1)

(3)𝛾 = −
´ 1

0 ln ln 1
𝑡 𝑑𝑡

(4)𝑒𝛾 = lim𝑛→∞
1

ln 𝑥

∏
𝑝≤𝑛
(1 − 1

𝑝
)−1

(5)𝛾 =
𝑛∑
𝑘=1

1
𝑘
− ln 𝑛 + 𝑟𝑛, 𝑟𝑛 = −

1
2𝑛
+

𝑟∑
𝑘=1

𝐵2𝑘

(2𝑘)𝑛2𝑘 + 𝜃
𝐵2𝑟+2

(2𝑟 + 2)𝑛2𝑟+2 , 𝜃 ∈ (0, 1),
𝑧

𝑒𝑧 − 1
=
∞∑
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑧𝑛

𝑛!

这些都是典型的分析结论，就当作习题给读者练习分析能力吧。

超越数判定

有了上面的基础，我们实际上能证明四个更广泛的超越数判定结论。

定理 6.4

♡

(1)若 𝑟 是 n次实代数数，则存在常数 𝐶 > 0使得 |𝑟 − 𝑝
𝑞 | ≥

𝐶
𝑞𝑛 对任何整数对 𝑝, 𝑞(𝑞 > 0)成立。

(2)若 𝑏1, ..., 𝑏𝑛 为互不相等的代数数，𝑎1, ..., 𝑎𝑛 是不全为零代数数，则
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑏𝑖 ≠ 0。

(3)若 𝛼, 𝛽为代数数，𝛼 ≠ 0, 1且 𝛽不是实有理数，则 𝛼𝛽 是超越数。

(4) 若 𝑏1, ..., 𝑏𝑛 是非零代数数，ln 𝑏1, ..., ln 𝑏𝑛 在有理数域上线性无关，则对任意不全为零的代数数

𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 有 𝑎0 +
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ln 𝑏𝑖 ≠ 0。

注第一个结论是刘维尔构造超越数的基础定理，由此可以很容易推出
∞∑
𝑛=1

𝜆−𝑛!, 𝜆 > 1不是实代数数，从而是实

超越数。第二个结论是 Lindemann-Weierstrass定理，借助它、𝑒是超越数和欧拉公式 𝑒𝑖 𝜋 = −1就能直接得到 𝜋是

超越数。第三个结论是 Gelfond–Schneider定理，隶属于希尔伯特第七问，可以容易地推出 2
√

2和
√

2
√

2
之类的是

超越数。第四个结论是 Baker定理，虽然好像不太为人所知，但它是上一个结论的推广，由 𝛽 ln𝛼 − ln𝛼𝛽 = 0可
以直接推出第三个结论。
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6.1 超越数

证明 [Liouville]由 𝑟 是 n次实代数数，我们可以设它的极小多项式为

𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 , 𝑓 (𝑟) = 0, 𝑎𝑖 ∈ N

我们取区间 𝐽 = {𝑥 | |𝑥 − 𝑟 | ≤ 1}和常数 𝐴 = max𝑥∈𝐽 | 𝑓 ′ (𝑥) |。对任意的有理数 𝑝
𝑞，如果

𝑝
𝑞 ∉ 𝐽，我们很容易找到有

理数 ℎ
𝑘 ∈ 𝐽 使得 |𝑟 −

𝑝
𝑞 | > |𝑟 −

ℎ
𝑘 |(稠密性)，故我们假设 𝑝

𝑞 ∈ 𝐽。由微分中值定理可得

𝑓 (𝑟) − 𝑓 ( 𝑝
𝑞
) = 𝑓 ′ (𝜀)(𝑟 − 𝑝

𝑞
), 𝜀 ∈ 𝐽 ⇒ | 𝑓 ′ (𝜀) | ≤ 𝐴

取绝对值并变换上式可得

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| = |

𝑓 (𝑟) − 𝑓 ( 𝑝𝑞 )
𝑓 ′ (𝜀) | ≥

| 𝑓 ( 𝑝𝑞 ) |
𝐴

=

|
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑝
𝑖𝑞𝑛−𝑖 |

𝐴𝑞𝑛
≥ 1
𝐴𝑞𝑛

=
𝐶

𝑞𝑛
, 𝐶 =

1
𝐴

剩下三个定理的证明可以参考这本书 [36]的第四、五、六章，一个定理占一个章节，写到这里来就太占篇幅了，
同样还是那句话，留给感兴趣的读者自行探索。

数的分类

有关超越数的研究，其实基本都是在用各种手段来证明某些数的无理性或超越性，比如 ln 𝑛, 𝜁 (2𝑛 + 1)等等，
在 [40]一书中，就探讨了椭圆函数 C 和模形式 𝑗 的相关超越性。而稍有些理论雏形的是，超越性度量理论，其

不仅可以用来评价数到底有多超越，还对复数进行了不相交的分类。对于多项式 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 ∈ Z[𝑥]，我们定

义它的高、长度和次数分别为

ℎ( 𝑓 ) = max
0≤𝑖≤𝑛

|𝑎𝑖 |, 𝐿 ( 𝑓 ) =
𝑛∑
𝑖=0
|𝑎𝑖 |, deg 𝑓 = 𝑛

接着再引入 Z[𝑥] 的一个子集

𝔐(𝑛, ℎ) = { 𝑓 ∈ Z[𝑥] | deg 𝑓 ≤ 𝑛, ℎ( 𝑓 ) ≤ ℎ}

对任意一个超越数 𝑟，如果存在一个正值函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 使得

∀𝑛, ℎ ∈ N, 𝑃(𝑥) ∈ 𝔐(𝑛, ℎ), |𝑃(𝑟) | > 𝑓 (𝑛, ℎ)

则称 𝑓 (𝑥, 𝑦)是 𝑟 的超越性度量。比如对于代数数 𝑎 ≠ 0, ln 𝑎的一个超越性度量为

𝑓 (𝑛, ℎ) = 𝑒−𝐶𝑛2 (ln ℎ+𝑑 ln 𝑑) (1+ln 𝑑)−1

类似地，𝑒𝑎 的一个超越性度量为

𝑓 (𝑛, ℎ) = 𝑒−𝐶𝑛2 (ln 𝑑ℎ) (ln(𝑑 ln ℎ) )2 (ln ln ℎ+ln ln 𝑑)−2

不过这些估计都是在一个足够大的 ℎ下成立的，而最简单的估计应该是

𝑓 (ℎ, ℎ) ≤

𝑒𝑐1𝑛ℎ−𝑛 𝑟 ∈ R

𝑒𝑐2𝑛ℎ−
1
2 (𝑛+1) 𝑟 ∉ R

其中 𝑐1, 𝑐2是只与 𝑟 有关的常数。如果我们再引入符号

𝑀 (𝑛, ℎ) = {𝑟 ∈ C | 𝑓 (𝑟) = 0, 𝑓 ∈ Z[𝑥], deg 𝑓 ≤ 𝑛, ℎ( 𝑓 ) ≤ ℎ}

52



6.1 超越数

对任意一个超越数 𝑟，如果存在一个正值函数 𝑔(𝑥, 𝑦) > 0使得

∀𝑛, ℎ ∈ N, min
𝑎∈𝑀 (𝑛,ℎ)

|𝑎 − 𝑟 | > 𝑔(𝑛, ℎ)

则称 𝑔(𝑥, 𝑦)是 𝑟 的逼近度函数。通常情况下它们的联系是简单的

𝑒−𝑔 (𝑛,ℎ)是逼近度函数，则𝑒−𝑔 (𝑛,ℎ)−3𝑛 ln(𝑛+1)−𝑛 ln ℎ是超越性度量。

𝑒− 𝑓 (𝑛,ℎ)是超越性度量，则𝑒− 𝑓 (𝑛,ℎ)−4𝑛−𝑛 ln ℎ是逼近度函数。

首先，我们需要给出一个超越数的必要条件，即代数数的充分条件

定理 6.5

♡

设 𝑟 是超越数，𝑃𝑖 (𝑥) 是次数为 𝑛𝑖 高为 ℎ𝑖 的整系数多项式，且存在 𝐶1, 𝐶2 使得 𝑛𝑖 < 𝑛𝑖+1 ≤ 𝐶1𝑛𝑖 , ln ℎ𝑖 <
ln ℎ𝑖+1 ≤ 𝐶2 ln ℎ𝑖+1，则存在无穷多个 𝑖和常数 𝐶3使得 ln |𝑃𝑖 (𝑟) | ≥ −𝐶3𝑛𝑖 (𝑛𝑖 + ln ℎ𝑖)。

接着引入一些符号

𝜔𝑛 (ℎ, 𝑟) = min
𝑃 (𝑧) ∈𝔐 (𝑛,ℎ)

𝑃 (𝑟 )≠0

|𝑃(𝑟) |

𝜔(𝑟) = lim sup
𝑛→∞

𝜔𝑛 (𝑟)
𝑛

= lim sup
𝑛→∞

lim sup
ℎ→∞

(− ln𝜔𝑛 (ℎ, 𝑟)
𝑛 ln ℎ

)

𝜈(𝑟) = min
𝜔𝑛 (𝑟 )=∞

𝑛

最后就可以进行分类了

A数：𝜔(𝑟) = 0, 𝜈(𝑟) = ∞

S数：0 < 𝜔(𝑟) < ∞, 𝜈(𝑟) = ∞

T数：𝜔(𝑟) = ∞, 𝜈(𝑟) = ∞

U数：𝜔(𝑟) = ∞, 𝜈(𝑟) < ∞

其中最简单的 A数就是与超越数相对应的代数数

定理 6.6

♡
A数 = A = Q

接着我们可以讨论这四类数的占比问题，A是可数的，C是连续的，我们以 C = R2 的观点可以得到复数上

的勒贝格测度，由此 A数构成零测度集，同样地我们还能证明：T数和 U数也是零测度集，因此几乎所有的复
数都是 S数。所以我们需要给出一个 S数判定的充要条件。

定理 6.7

♡

(1)𝑟 是 S数当且仅当，存在 𝜃0 > 0使得 ∀𝜀 > 0∃𝑐𝑛, 𝜔𝑛 (ℎ, 𝑟) > 𝑐𝑛ℎ−(𝜃0+𝜀)𝑛, 𝑛 = 1, 2, ..., ℎ = 1, 2, ...
(2)我们把 (1)中 𝜃0 + 𝜀 的下界称为 𝑟 的型，即 𝜃 = inf{𝜃1 | ∀𝑛∃𝑐𝑛, 𝜔𝑛 (ℎ, 𝑟) > 𝑐𝑛ℎ

−𝜃1𝑛, ℎ = 1, 2, ...}，则有
𝜃 = sup𝑛

𝜔𝑛 (𝑟 )
𝑛 。

我们之前所讨论的刘维尔数

∞∑
𝑛=1

𝜆−𝑛!, 𝜆 > 1实际就是 𝜈 = 1的 U数，𝑒是型为 1的 S数，实际上这种数的分

类有我们之前所讨论的一个至关重要的性质。
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定理 6.8

♡

代数相关的数属于同一类数，即如果存在不为零的代数数 𝑎1, ..., 𝑎𝑛使得 𝑎1𝑏1 + ... + 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 0，则 𝑏1, ..., 𝑏𝑛

是同一类数。

6.2 逼近原理

近似三宝

我们先来给出一个最基础的逼近原理，它是我们能讨论逼近问题的基础。

定理 6.9 (Dirichlet)

♡
对任意实数 𝑟, 𝑄且 𝑄 > 1，存在整数 𝑝, 𝑞满足 1 ≤ 𝑞 < 𝑄, |𝑟 − 𝑝

𝑞 | ≤
1
𝑄𝑞。

证明 假设 𝑄是整数，考虑下面区间 [0, 1] 上的 𝑄 + 1个实数

0, {𝑟}, {2𝑟}, ..., {(𝑄 − 1)𝑟}, 1

这里的 {𝑟} = 𝑟 − [𝑟] 表示取小数部分。接着再把 [0, 1] 划分成 𝑄个区间

[0, 1
𝑄
), [ 2

𝑄
,

3
𝑄
), ..., [𝑄 − 1

𝑄
, 1]

由抽屉原理可知，存在整数 0 ≤ 𝑟1 ≠ 𝑟2 ≤ 𝑄 − 1使得

|{𝑟1𝑟} − {𝑟2𝑟}| ≤
1
𝑄
⇒ |(𝑟1𝑟 − [𝑟1𝑟]) − (𝑟2𝑟 − [𝑟2𝑟]) | ≤

1
𝑄

此时我们取整数 𝑞 = 𝑟1 − 𝑟2, 𝑝 = [𝑟1𝑟] − [𝑟2𝑟] 即可得

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| = |𝑟 − [𝑟1𝑟] − [𝑟2𝑟]

𝑟1 − 𝑟2
| = | (𝑟1 − 𝑟2)𝑟 − ([𝑟1𝑟] − [𝑟2𝑟])

𝑞
| ≤ 1

𝑄𝑞

若 𝑄非整数，则令 𝑄′ = [𝑄] + 1 > 𝑄，同上可得

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| ≤ 1

𝑄′𝑞
<

1
𝑄𝑞

这个定理虽然简单，但它却告诉了我们任何实数都可以以任意精度被有理数逼近，实际上，一个简单的逼

近例子，就是拿出实数的十进制小数，不断截取更高的位数就是一种逼近。为什么我们会找有理数逼近呢？因

为有理数在工程实践中能够计算，比较有意义，基本各种自然科学都喜欢取多少位小数点的近似，在计算机中，

能运算的也确实是有理数，或者说有限小数，典型实例就是 js里面的 0.1 + 0.2 ≠ 0.3，不过对于像我这样的数学
人来说，有理数是放在手里最安心且最能把控的数了。在上面定理的基础上，我们还可以讨论逼近有理数的个

数是否无穷，即有

定理 6.10 (Hurwitz)

♡

对每个无理数 𝑟，存在无穷多个不同的有理数 𝑝
𝑞 满足 |𝑟 −

𝑝
𝑞 | <

1√
5𝑞2。并且常数

√
5是最好的，换言之，如

果 𝐴 >
√

5，则存在无理数 𝑟 使得 |𝑟 − 𝑝
𝑞 | <

1
𝐴𝑞2 只有有限多个有理数解

𝑝
𝑞。

证明 (1) 不失一般性，我们假设 0 < 𝑟 < 1，首先我们要试图找到 (0, 1) 间的所有既约分数，这时我们需要用
到 Farey数列。读者可以轻松地验证，如果既约分数 𝑝

𝑞 ,
𝑝′

𝑞′ 满足 𝑞𝑝′ − 𝑝𝑞′ = ±1则 𝑝+𝑝′
𝑞+𝑞′ 也是既约分数，并且由

0 = 0
1 , 1 = 1

1 出发通过这种和内插可以生成 (0, 1) 间的所有既约分数。我们把分母不超过 𝑛的 [0, 1] 间的所有分
数按从小到大排成的序列称为 n级 Farey数列，记作 F𝑛，在这个数列中，任一数都是左右相邻两项的和内插。

工具齐全，开始正戏。

对任意的F𝑛，我们取满足
𝑎
𝑏 < 𝑟 <

𝑎′

𝑏′ 的最靠近的两个元素，并计算和内插
𝑎
𝑏 <

𝑎∗

𝑏∗ =
𝑎+𝑎′
𝑏+𝑏′ <

𝑎′

𝑏′，于是下面
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6.2 逼近原理

的三个不等式至少有一个成立

|𝑟 − 𝑎
𝑏
| < 1
√

5𝑏2
, |𝑟 − 𝑎

′

𝑏′
| < 1
√

5(𝑏′)2
, |𝑟 − 𝑎

∗

𝑏∗
| < 1
√

5(𝑏∗)2

若均不成立，则有

𝑟 − 𝑎
𝑏
≥ 1
√

5𝑏2
, 𝑟 − 𝑎

∗

𝑏∗
≥ 1
√

5(𝑏∗)2
,
𝑎′

𝑏′
− 𝑟 ≥ 1

√
5(𝑏′)2

, 𝑟 >
𝑎∗

𝑏∗

或𝑟 − 𝑎
𝑏
≥ 1
√

5𝑏2
,
𝑎∗

𝑏∗
− 𝑟 ≥ 1

√
5(𝑏∗)2

,
𝑎′

𝑏′
− 𝑟 ≥ 1

√
5(𝑏′)2

, 𝑟 ≤ 𝑎
∗

𝑏∗

对于后一种情况，我们只需进行 𝑥 → 1 − 𝑥的对称替换即可转化为前一种情形。此时，考虑上面三个不等式的矛
盾，通过 1+3和 2+3可得 

𝑎′

𝑏′ −
𝑎
𝑏 = 1

𝑏′𝑏 ≥
1√
5
( 1
𝑏2 + 1

(𝑏′ )2 )
𝑎′

𝑏′ −
𝑎∗

𝑏∗ =
1
𝑏∗𝑏 ≥

1√
5
( 1
𝑏2 + 1

(𝑏∗ )2 )
⇒


√

5𝑏′𝑏 ≥ 𝑏2 + (𝑏′)2
√

5𝑏′𝑏 ≥ 𝑏2 + (𝑏∗)2

进一步相加可得
√

5𝑏′ (𝑏 + 𝑏∗) ≤ 𝑏2 + 2(𝑏′)2 + (𝑏∗)2 ⇒
√

5𝑏′ (2𝑏 + 𝑏′) ≤ 2𝑏2 + 3(𝑏′)2 + 2𝑏′𝑏

化简配方可得

(2𝑏 − (
√

5 − 1)𝑏′)2 ≤ 0

由于 𝑏, 𝑏′ 为非零整数，从而矛盾，进而我们可以得到一个不等式

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| < 1
√

5𝑞2

(2)由 Farey数列的定义可知 2 ≤ 𝑏 ≤ 𝑛，从而有

𝑛 ≤ 𝑛𝑏 − 𝑏2 + 𝑏 = (𝑛 − 𝑏 + 1)𝑏 ≤ 𝑏′𝑏, 𝑏𝑎′ − 𝑎𝑏′ = 1

| 𝑎
𝑏
− 𝑎

′

𝑏′
| = | 𝑏𝑎

′ − 𝑎𝑏′
𝑏′𝑏

| = 1
𝑏′𝑏
≤ 1
𝑛

由我们之前的假设 𝑎
𝑏 <

𝑎∗

𝑏∗ < 𝑟 <
𝑎′

𝑏′ 可知

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| < | 𝑎

𝑏
− 𝑎

′

𝑏′
| ≤ 1

𝑛

接着我们只需从 𝑛1 = 2开始，得到第一个 𝑝1
𝑞1
，然后找到一个使得上述不等式能成立的最大 𝑛2，再得到一个新的

𝑝2
𝑞2
，如此往复即可得到无穷多个 𝑝

𝑞。

(3)容易验证 𝑟 =
√

5−1
2 就是会使得偏移无法成立的无理数。

目前，最常见的有理逼近有三种方式，一种是连分数的渐进分式

𝑟 = 𝑥0 +
1

𝑥1 + 1
𝑥2+ 1

𝑥3+ 1
𝑥4+···

,
𝑝𝑛
𝑞𝑛

= 𝑥0 +
1

𝑥1 + 1
. . . 1

𝑥𝑛−1+ 1
𝑥𝑛

我们用些简记的符号是 𝑝𝑛
𝑞𝑛

= [𝑥0; 𝑥1, ..., 𝑥𝑛]，并把它称为 r的第 n个渐进分式，其有着如下的递推关系和共
轭关系

𝑝0 = 𝑥0, 𝑝1 = 𝑥0𝑥1 + 1, 𝑝𝑛 = 𝑥𝑛𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2 ; 𝑞0 = 1, 𝑞1 = 𝑥1, 𝑞𝑛 = 𝑥𝑛𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2

𝑞𝑛𝑝𝑛−1 − 𝑝𝑛𝑞𝑛−1 = (−1)𝑛 ; 𝑞𝑛+1𝑝𝑛−1 − 𝑝𝑛+1𝑞𝑛−1 = (−1)𝑛𝑥𝑛+1

当然我们还关系连分数的逼近效果如何，这个只需算出相应的误差

𝑟 − 𝑝𝑛
𝑞𝑛

=
(−1)𝑛

𝑞𝑛 (𝑟𝑛+1𝑞𝑛 + 𝑞𝑛−1)
, 𝑟𝑛+1 = [𝑥𝑛+1; 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3, ...]
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6.2 逼近原理

即可得到

|𝑟 − 𝑝𝑛
𝑞𝑛
| < 1

𝑞2
𝑛

如果我们进一步压缩精度，则有下面的三个定理。

定理 6.11

♡

(1)[Vahlen]两个相邻渐进分式中至少有一个 𝑝
𝑞 满足 |𝑟 −

𝑝
𝑞 | <

1
2𝑞2

(2)[Borel]三个相邻渐进分式中至少有一个 𝑝
𝑞 满足 |𝑟 −

𝑝
𝑞 | <

1√
5𝑞2

(3)[最佳逼近]对于 𝑛 > 0，如果 0 < 𝑞 ≤ 𝑞𝑛, 𝑝𝑞 ≠ 𝑝𝑛
𝑞𝑛
，则 |𝑟 − 𝑝𝑛

𝑞𝑛
| < |𝑟 − 𝑝

𝑞 |。

如果我们想要用渐进分式来逼近无理数的话，前题是我们必需完全了解它的连分数构造，但除了二次无理

数以外的连分数都没有周期规律，因此这种逼近其实用处并不大。而剩下的两种，自然是数学分析中无处不在

的无穷和 (也称为无穷级数或函数项级数)和无穷积的部分和 (积)了

∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛, 𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

∞∏
𝑖=1

𝑝𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑃𝑛, 𝑃𝑛 =
𝑛∏
𝑖=1

𝑝𝑖

最常见的无穷和就是泰勒级数或洛朗级数

𝑒𝑥 =
∞∑
𝑖=0

𝑥𝑛

𝑛!

ln(1 + 𝑥) =
∞∑
𝑖=1

(−1)𝑛+1𝑥𝑛
𝑛

, |𝑥 | < 1

𝐽 (𝑧) = 1
123𝑧

+
∞∑
𝑛=0

𝑐(𝑛)𝑧𝑛

cot 𝑧 =
1
𝑧
−
∞∑
𝑛=1

22𝑛𝐵2𝑛

(2𝑛)! 𝑧
2𝑛−1

其实还有一种工程上常用的无穷和，即有理分式展开

1
sin2 𝑧

=
1
𝑧2
+
∞∑
𝑛=1
( 1
(𝑧 − 𝑛𝜋)2

+ 1
(𝑧 + 𝑛𝜋)2

)

1
sin 𝜋𝑥

=
1
𝜋𝑥
+ 2
𝜋

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑥
𝑛2 − 𝑥2

实际上我们有一个 Mittag-Leffler定理来确保亚纯函数的有理分式展开。更深入时，还有些奇奇怪怪的无穷
和展开

sin(𝑎𝑥) = sin(𝑎𝜋)
𝜋

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛2𝑛
𝑎2 − 𝑛2 sin(𝑛𝑥), cos(𝑎𝑥) = sin(𝑎𝜋)

𝑎𝜋
+ sin(𝑎𝜋)

𝜋

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛2𝑎
𝑎2 − 𝑛2 cos(𝑛𝑥)

cot(𝑧) = 1
𝑧
−
∞∑
𝑛=1

1
2𝑛

tan( 𝑧
2𝑛
)
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6.2 逼近原理

∞∑
𝑛=1

𝑛5

𝑒2𝜋𝑛 − 1
=

1
504

,

∞∑
𝑛=1

𝑛13

𝑒2𝜋𝑛 − 1
=

1
24

∞∑
𝑛=1

𝜁 (2𝑛)
(2𝑛 + 1)22𝑛 =

1
2
− 1

2
ln 2

但由于它们又杂又乱又多，就，就不探究太多了。而无穷乘积常见于以下的几种地方，解析数论中的欧拉积

𝜁 (𝑠) =
∏
𝑝

(1 − 𝑝−𝑠)−1, 𝐿 (𝑠, 𝜒) =
∏
𝑝

(1 − 𝜒(𝑝)𝑝−𝑠)−1

模形式中的 q级数

𝜂(𝜏) = 𝑞 1
24

∞∏
𝑛=1
(1 − 𝑞𝑛),Δ(𝜏) = 𝑞

∞∏
𝑟=1
(1 − 𝑞𝑛)24, 𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏

复分析中的Weierstrass分解定理

sin 𝑧
𝑧

=
∞∏
𝑛=1
(1 − 𝑧2

𝑛2𝜋2 ),
1

Γ(𝑧) = 𝑒
𝛾𝑧𝑧

∞∏
𝑛=1
(1 + 𝑧

𝑛
)𝑒− 𝑧𝑛

剩下的就是各种推出的零散公式

𝜋

2
=
∞∏
𝑛=1

4𝑛2

4𝑛2 − 1
. . .

如果想要了解更多的无穷和或无穷积，可以翻阅有关“特殊函数”的书籍，保证你大饱眼福。

有理逼近

接着我们来探究代数数 A的有理逼近，选取的原因不言而喻了，因为超越数不好研究，而且代数数自带一

个参数 𝑛 ≥ 2(极小多项式的次数)具有代数性可以少用分析、并且还自带着一个估计，即

∀𝑟 ∈ A, 𝜀 > 0, |𝑟 − 𝑝
𝑞
| < 1

𝑞2+𝜀

只有有限个有理数解 𝑝
𝑞，这就是 Roth定理，是前面刘维尔代数数性质的推广。但我们这一部分的核心内容

是它的推广，即子空间定理 (Subspace Theorem)

定理 6.12 (Schmidt)

♡

设 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 是代数数且满足 1, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 在 Q 上线性无关，则对任意的 𝜀 > 0 只存在有限多个整数
𝑞, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛 满足

𝑞1+𝜀
𝑛∏
𝑖=1
(𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖) < 1

显然我们只要在 Schmidt子空间定理中取 𝑛 = 1就能得到 Roth定理了。由于这个定理证明太长了，还附带了
不少一次性工具，所以我们就单纯地简述一下证明过程，并给出几个核心踏脚点。对于一个向量 𝑥𝑖 ∈ R𝑙，我们

把它的分量形式记为 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ..., 𝑥𝑖𝑙)，并把它的一元一次齐次式 𝐿𝑖 (𝑥𝑖) =
𝑙∑
𝑗=1

𝑎𝑖 𝑗𝑥𝑖 𝑗 称为一个线性型，给定一

组 𝑟1, ..., 𝑟𝑚 ∈ N、线性型 𝐿1 (𝑥1), ..., 𝐿𝑚 (𝑥𝑚) 和 𝑚𝑙 元多项式 𝑃({𝑥𝑖 𝑗 }) ∈ R[{𝑥𝑖 𝑗 }]，我们定义 Roth-Schmidt指标为
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6.2 逼近原理

𝑃 =
∑
𝑗

𝑏( 𝑗)𝐿 𝑗11
1 ...𝐿

𝑗𝑚1
𝑚

∏
𝑥, Ind𝑃(𝐿1, ..., 𝐿𝑚; 𝑟1, ..., 𝑟𝑚) = min{ 𝑗11

𝑟1
+ ... + 𝑗𝑚1

𝑟𝑚
| 𝑏( 𝑗) ≠ 0}

接着是至关重要的的 Roth引理，它是在一大堆条件的基础上给出一个指标的估计式

𝑚 ≥ 1, 0 < 𝐶 ≤ 1, 0 < 𝜀 <
1
12
, 𝜔(𝑚, 𝜀) = 24 × 2−𝑚 ( 𝜀

12
)2𝑚−1

, 𝑟ℎ, 𝑝ℎ, 𝑞ℎ ∈ N, ℎ = 1, ..., 𝑚

𝜔𝑟ℎ ≥ 𝑟ℎ+1, 𝑞ℎ > 0, (𝑝ℎ, 𝑞ℎ) = 1, 𝑞𝑟ℎℎ ≥ 𝑞
𝐶𝑟1
1 , 𝑞𝜔𝐶 ≥ 23𝑚, 0 ≠ 𝑃 ∈ Z[𝑥𝑖 𝑗 ], deg𝑥ℎ 𝑃 ≤ 𝑟ℎ, |𝑃 | ≤ 𝑞

𝜔𝑟1𝐶
1

以上⇒ 𝑅 − Ind𝑃( 𝑝1

𝑞1
, ...,

𝑝𝑚
𝑞𝑚

; 𝑟1, ..., 𝑟𝑚) < 𝜀

此时我们需要先证明 Roth定理，它是证明 Schmidt定理的必经路径。首先我们可以假设 𝑟 ∈ Q是代数整数
𝑟 ∈ Z，否则我们可以找到一个整数 𝑎 ∈ Z使得 𝑎𝑟 ∈ Z是代数整数，如果有无穷多个有理数 𝑝

𝑞 满足

|𝑟 − 𝑝
𝑞
| < 1

𝑞2+𝜀

那么就会有无穷多个 𝑝′

𝑞 = 𝑎𝑝
𝑞 满足

|𝑎𝑟 − 𝑝
′

𝑞
| = |𝑎𝑟 − 𝑎𝑝

𝑞
| < 𝑎

𝑞2+𝜀 <
1

𝑞2+ 𝜀2

换言之我们要证明一个稍强的命题。在 𝑟 是代数整数的条件下，接着我们使用反证法，假设有无穷多个 𝑝
𝑞

满足不等式，并取一个充分小的 𝛿再去靠近上面的一大堆条件，如下

𝐿1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑟𝑦, 𝐿2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦, 0 < 𝛿 <
1
12
, 0 < 𝜀 <

𝛿

20
, 𝑚 ≤ 𝜀−2 ln(4 deg 𝑟), 𝜔 = 24.2−𝑚 ( 𝛿

12
)2𝑚−1

结合解的无穷假定，我们可以取出 𝑝1
𝑞1
, ..., 𝑝𝑚𝑞𝑚 满足下面条件

𝑞1 ≤ 𝑞2 ≤ ... ≤ 𝑞𝑚, 𝑞𝜔ℎ ≥ 25𝑚, 𝑞
𝜔
2
ℎ+1 > 𝑞ℎ, 𝑞

𝜀
ℎ > 64(𝐷 + 1)max(1, |𝑟 |), 𝑞𝜔1 > 𝐷𝑚

再引入 𝑟1 ≥ ln 𝑞𝑚
𝜀 ln 𝑞1

, 𝑟ℎ = [ 𝑟1 ln 𝑞1
𝑞ℎ
] + 1即可完成条件从而得到一个不等式

𝑅 − 𝑃( 𝑝1

𝑞1
, ...,

𝑝𝑚
𝑞𝑚

; 𝑟1, ..., 𝑟𝑚) < 𝜀

但另一方面，我们又可以得到不等式

𝑅 − 𝑃( 𝑝1

𝑞1
, ...,

𝑝𝑚
𝑞𝑚

; 𝑟1, ..., 𝑟𝑚) ≥
𝛿𝑚

8

最后，两者结合可以推出 𝜀 > 𝛿𝑚
8 ，这与我们的预设条件 𝜀 < 𝛿

20 是矛盾的，从而证明了 Roth定理。接着我
们要推广到 Schmidt定理，此时的代数数是 n个 𝑟1, ..., 𝑟𝑛，相应构造的线性型为

𝐿𝑖 (𝑥) = 𝑥𝑖 − 𝑟𝑖𝑥𝑙 , (𝑖 = 1, ..., 𝑛), 𝐿𝑙 (𝑥) = 𝑥𝑙 , 𝑙 = 𝑛 + 1 ≥ 2

于是我们同样可以得到一个不等式估计，也同样预设了一些条件

𝐴1...𝐴𝑙 = 1, 0 < 𝐴𝑖 < 1, 𝐴𝑙 > 1, 𝐻𝐴 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑙) | |𝐿𝑖 | ≤ 𝐴𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙}

𝜆1, ..., 𝜆𝑙 = min𝐻𝐴(𝑥1, ..., 𝑥𝑙)

则可以得到对任何 𝛿 > 0存在常数 𝑄1使得 𝑄 ≤ max(𝐴𝑙 , 𝑄1)时有
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6.3 非初等函数

𝜆1 > 𝑄
−𝛿

回到原来的定理，我们需要使用归纳法来证明。当 𝑛 = 1时，就是 Roth定理，于是我们可以假设命题对小
于 n的情形，并来考虑 n自己的情形。以反证法作为开始，假设有无穷多个 𝑞 满足原来的不等式，自然就可以

带来一波的 𝑝𝑖，基础记号如下

𝑙 = 𝑛 + 1, 𝜂 =
𝜀

𝑙
, 𝐴𝑖 = |𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖 |𝑞𝜂 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝐴𝑙 = (𝐴1...𝐴𝑛)−1

若 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 中有一个大等 1(不失一般性，我们就选它为 𝐴1)，就可得到 |𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖 |𝑞𝜂 ≤ 1，从而

𝑞1+𝜀−𝜂
𝑛∏
𝑖=2
(𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖) < 1

由归纳假设，此时的 𝑞又是有限的，与反证假设矛盾，从而对于足够大的 𝑞，我们只需考虑 𝐴𝑖 < 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
情形下的无穷多个 𝑞即可，此时我们可以得到

𝐴𝑙 = (𝐴1...𝐴𝑛)−1 = 𝑞−𝑛𝜂 (
𝑛∏
𝑖=1
(𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖))−1 > 𝑞−𝑛𝜂𝑞1+𝜀 = 𝑞1+𝜂

于是我们发现，在上面假设下，这些 𝐴ℎ, 1 ≤ ℎ ≤ 𝑙 自然地满足了上一个估计式的条件

𝐴𝑖 < 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝐴𝑙 > 1⇒ ∀𝑄 ≤ max(𝐴𝑙 , 𝑄1), 𝜆1 > 𝑄
− 𝜂

2𝑛

我们结合每个局部的 Roth定理 ∀𝑖, |𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖 | < 𝑞1+𝜀，并假设 𝜀 < 1就可以得到

𝐴𝑙 = 𝑞
−𝑛𝜂 (

𝑛∏
𝑖=1
(𝑞𝑎𝑖 − 𝑝𝑖))−1 < 𝑞−𝑛𝜂𝑞𝑛(1+𝜀) < 𝑞2𝑛

我们在前一个不等式中取 𝑄 = 𝑞2𝑛，就可得到不等式

𝜆1 > 𝑞
−𝜂

但另一方面，很容易注意到

|𝐿𝑖 | ≤ 𝐴𝑖𝑞−𝜂

从而 𝐻𝐴的第一个最小值满足

𝜆1 ≤ 𝑞−𝜂

引出不等式矛盾，从而完成了我们的证明。其实还有很多杂七杂八的逼近方法，个人认为这种东西应该去

“数值计算方法”里寻找，而我所给的属于通用的数学逼近理论，在很多纯数学证明中有应用，所以才拿出来讨

论的，至于其它的东西就真没啥好讲了，浅尝辄止何尝不行呢？

6.3 非初等函数
于我个人而言，除了觉得数学 (实、复)分析在实数论中有不可取代的地位以外，最多也就加上一个更进一

步的实变函数论，前面我们所见过的代数技巧，能很好分析的是代数数，最多可以到达代数数与超越数的边界，

但超越数确实是数中的大头，那么我看重分析的原因就不言而喻了。但分析可谓算是每个本科生的基本功了，所
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6.3 非初等函数

以我基本很少介绍分析的内容，而更多的都放在了应用方面，不过我还是要提醒读者，分析是一个整体的数学

学科，不应该被微积分、实变函数、复分析、泛函分析、微分流形、微分方程等具体科目给分开了。读者可能注

意到了，我们把泛函分析、微分流形、微分方程都放了进来，它们的核心其实都是函数，或者稍微转化后的图形

方程，而且这三个学科具有十分紧密的关系，流形的精密结构需要靠微分方程研究，微分方程的求解又大量用

着泛函分析的理论，如果我们计划部分地抛弃分析的细节内容，可否建立函数的代数理论呢？当然可以，这就是

我们接下来要讨论的微分伽罗瓦理论 (Differential Galois Theory)，这节的内容主要来自 [25]和 [6]。

两个定理

所谓初等函数是指：由幂函数 (power function)𝑥𝑛、指数函数 (exponential function)𝑎𝑥 , 𝑎 > 0、对数函数 (log-
arithmic function)log𝑎 𝑥, 𝑎 > 0、三角函数 (trigonometric function)sin 𝑥, cos 𝑥, ...、反三角函数 (inverse trigonometric
function)arcsin 𝑥, arccos 𝑥, ...与常数 𝑐 ∈ C经过有限次的有理运算 (加、减、乘、除、有理数次乘方、有理数次开
方)及有限次函数复合所产生，并且能用一个解析式表示的函数。

定理 6.13

♡

(1)[Liouville]初等函数 𝑓 (𝑥)存在初等原函数当且仅当，存在初等函数 𝑢1 (𝑥), ..., 𝑢𝑛 (𝑥), 𝑣(𝑥)和常数 𝑐1, ..., 𝑐𝑛

满足

𝑓 (𝑥) = 𝑣′ (𝑥) +
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑢′𝑖 (𝑥)
𝑢𝑖 (𝑥)

(2)[Chebyshev]函数 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑚 (𝑎 + 𝑏𝑥𝑛) 𝑝 , 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑚, 𝑛, 𝑝 ∈ Q存在初等原函数当且仅当

𝑝,
𝑚 + 1
𝑛

,
𝑚 + 1
𝑛
+ 𝑝

中的任意一个是整数。

作为一个新时代的人，我们去使用旧版的符号和证明是不合适的，因此我们将引入微分代数的语言，并重

新描述定理后再证明。如果我们在交换幺环 𝑅 上定义了微分 (derivation)𝛿 : 𝑅 → 𝑅, 𝑟 ↦→ 𝑟 ′，并且满足 ∀𝑟, 𝑠 ∈
𝑅, (𝑟𝑠)′ = 𝑟 ′𝑠 + 𝑟𝑠′, (𝑟 + 𝑠)′ = 𝑟 ′ + 𝑠′，就称 (𝑅, 𝛿)是一个微分环，微分环的同态 𝜑 : 𝑅 → 𝑆指映射与微分是交换的

𝛿𝑆𝜑 = 𝜑𝛿𝑅，下面是一些微分环的实例。

例题 6.1 (1)任意的环 𝑅和平凡微分 𝛿 : 𝑟 ↦→ 0
(2)多项式环 R[𝑥] 和求导运算 𝑑

𝑑𝑥 :
∑
𝑖

𝑎𝑖𝑥
𝑖 ↦→

∑
𝑖

𝑖𝑎𝑖𝑥
𝑖−1

(3)有限域 F𝑞 上只有平凡微分。
什么是微分子环 𝑅 ⊂ 𝑆，什么是微分环扩张 𝑆/𝑅，其实就是在原来子环或扩张的基础上，加了一个保持微分

运算 𝛿𝑆 |𝑅 = 𝛿𝑅。更进一步，把环直接换成域就得到了微分域之类的基础概念，对此并没有重复的必要，因为域

本身可以视为一个环。我们把 𝑅𝐶 = ker 𝛿 = {𝑟 ∈ 𝑅 | 𝛿(𝑟) = 𝑟 ′ = 0}里的元素称为环的常数，以后我们所说的域均
是特征为零的无限域，此时求导与微分有一个重要的联系。

定理 6.14

♡对于微分域扩张 𝐾 ⊂ 𝐿，如果 𝑒 ∈ 𝐿 − 𝐾 满足 𝑒′ ∈ 𝐾, 𝑒′ ≠ 0，则 𝑒是 𝐾 上的超越元。

证明 使用反证法，假设 𝑒是 𝐾 上的代数元，设其极小多项式为 𝑝(𝑡) = 𝑡𝑛 +
𝑚∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑡
𝑖 ∈ 𝐾 [𝑡](即首一不可约多项式，

𝑛 > 1, 0 ≤ 𝑚 < 𝑛, 𝑐𝑚 ≠ 0)。由于 𝑒′ ∈ 𝐾，我们可以构造一个新的多项式

𝑞(𝑡) = 𝑛𝑒′𝑡𝑛−1 +
𝑚∑
𝑖=0

𝑐′𝑖𝑡
𝑖 +

𝑚∑
𝑖=1

𝑖𝑐𝑖𝑒
′𝑡𝑖−1 ∈ 𝐾 [𝑡]

借助 𝑝(𝑒) = 𝑒𝑛 +
𝑚∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑒
𝑖 = 0的两边求导 (别被多项式的样子给带偏了，这里的 𝑒 其实应该是我们通常所见到的
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函数)可得

0 = (𝑝(𝑒))′ = (𝑒𝑛)′ +
𝑚∑
𝑖=1
(𝑐𝑖𝑒𝑖)′ + (𝑐0𝑒

0)′ = 𝑛𝑒𝑛−1𝑒′ +
𝑚∑
𝑖=1
(𝑐′𝑖𝑒𝑖 + 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖−1𝑒′) + 𝑐′0𝑒0 = 𝑞(𝑒)

由于 deg 𝑝(𝑡) = 𝑛 − 1 < 𝑛 = deg 𝑞(𝑡)，故只能 𝑞(𝑡) ≡ 0，但又由于 𝑒′ ≠ 0⇒ 𝑛𝑒′ ≠ 0⇒ 𝑞(𝑡) . 0，从而矛盾。
我们考虑最基础的分式函数域 𝐾 = R(𝑥),C(𝑥)，由于 0 ≠ (ln 𝑥)′ = 1

𝑥 ∈ 𝐾, 0 ≠ (arctan 𝑥)′ = 1
1+𝑥2 ∈ 𝐾...，故除了

幂函数以外其实基本所有的初等函数，都是上面函数域上的超越元。更进一步，如果考虑域扩张 𝐾/𝐾𝐶，则任意
𝐾 − 𝐾𝐶 的元素都是 𝐾𝐶 上的超越元，如果 𝐾 的特征非零且使用非平凡微分 (不有限即可 F𝑞 (𝑥))则 𝐾 − 𝐾𝐶 的元
素都是 𝐾𝐶 上的代数元。实际上，上面的域扩张还未从我们需要的扩张中提取足够信息，如果微分环扩张 𝑅 ⊂ 𝑆
还满足 𝑅𝐶 = 𝑆𝐶，就称其是一个无新常数 (with no new constant)微分环扩张，它有几个等价命题。

命题 6.1

♠

对于微分环扩张 𝑅 ⊂ 𝑆，以下三个命题互相等价
(1)𝑅𝐶 = 𝑆𝐶

(2)如果 𝑟 在 𝑅中有原函数，则在 𝑆 − 𝑅中没有原函数
(3)如果 𝑠 ∈ 𝑆 − 𝑅, 𝑠′ ∈ 𝑅，则 𝑠′ 在 𝑅中没有原函数。

通常我们把 𝑟 称为 𝑟 ′ 的一个原函数，这是大家在不定积分中常见的一个事实 (𝑟 + 𝑅𝐶 ) = 𝑟 ′，所以上面的命
题其实是十分显然的，想要求证的读者可以自己用形式化的方式验证一把。在这个定义下，我们同样也是要获

得一个超越元的判定定理。

定理 6.15

♡

对于无新常数微分域扩张 𝐾 ⊂ 𝐿，如果 𝑒 ∈ 𝐿 − 𝐾 满足 𝑒′

𝑒 ∈ 𝐾，则
(1)𝑒是 𝐾 上的代数元当且仅当，存在 𝑛 > 1使得 𝑒𝑛 ∈ 𝐾
(2)如果 𝑒是 𝐾 上的超越元，则任意 𝑛 > 1次多项式 𝑝(𝑒) ∈ 𝐾 [𝑒] 的导数 (𝑝(𝑒))′ 依旧是 n次。

证明 (1) 必要性是显然的，我们来证充分性。由于 𝑒 是 𝐾 上的代数元，我们设它的极小多项式为 𝑝(𝑡) = 𝑡𝑛 +
𝑚∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑡
𝑖 ∈ 𝐾 [𝑡](即首一不可约多项式，𝑛 ≤ 1, 0 ≤ 𝑚 < 𝑛, 𝑐𝑚 ≠ 0)，对 𝑝(𝑒)求导后可得

𝑞(𝑒) = 𝑏𝑛𝑒𝑛 +
𝑚∑
𝑖=1
(𝑐′𝑖 + 𝑐𝑖𝑖𝑏)𝑒𝑖 + 𝑐′0, 𝑏 =

𝑒′

𝑒
∈ 𝐾

显然通过 𝑏𝑛𝑝(𝑒) − 𝑞(𝑒)会生成一个次数小于 n的以 e为根的多项式，故它只能恒为零，提取首系数可得 𝑏𝑛𝑐𝑚 −
(𝑐′𝑚 + 𝑚𝑏𝑐𝑚) = 0，简化可得 𝑐′𝑚

𝑐𝑚
= (𝑛 − 𝑚)𝑏，此时有

(𝑐𝑚𝑒𝑚−𝑛)′
𝑐𝑚𝑒𝑚−𝑛

=
(𝑚 − 𝑛)𝑏𝑐𝑚𝑒𝑚−𝑛 + 𝑐′𝑚𝑒𝑚−𝑛

𝑐𝑚𝑒𝑚−𝑛
= (𝑚 − 𝑛)𝑏 + 𝑐

′
𝑚

𝑐𝑚
= 0

故 𝑐𝑚𝑒
𝑚−𝑛 ∈ 𝐿𝐶 = 𝐾𝐶 ⊂ 𝐾，即 𝑒𝑚−𝑛 ∈ 𝐾 ⇒ 𝑒𝑛−𝑚 ∈ 𝐾，故存在 𝑛 − 𝑚 > 1使得 𝑒𝑛−𝑚 ∈ 𝐾。

(2)我们设 𝑝(𝑒) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑐𝑖𝑒
𝑖，则有

(𝑝(𝑒))′ =
𝑛∑
𝑖=0
(𝑐′𝑖 + 𝑐𝑖𝑖𝑏)𝑒𝑖 + 𝑐′0

如果它的次数不是 n，则有 0 = (𝑐′𝑛 + 𝑐𝑛𝑛𝑏)𝑒𝑛 = (𝑐𝑛𝑒𝑛)′，即 𝑐𝑛𝑒
𝑛 ∈ 𝐾𝐶 ⊂ 𝐾 ⇒ 𝑒𝑛 ∈ 𝐾，但 𝑒是 𝐾 上的超越元，从

而与 (1)矛盾。
和上面一样地，对任意的 𝑔 ∈ R(𝑥)，我们有 (𝑒𝑔 ) ′

𝑒𝑔 = 𝑔′ ∈ 𝐾 并且 ∀𝑛 > 1, (𝑒𝑔)𝑛 = 𝑒𝑛𝑔 ∉ 𝐾，故 𝑒𝑔 是 𝐾 上的超

越元。不失一般性，考虑初等函数时，都可以看称复数域情况 C(𝑥)，注意到几个简单的事实

𝑎𝑥 = 𝑒ln 𝑎𝑒𝑥 sin 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧
2𝑖 arcsin 𝑧 = ln(𝑖𝑧+

√
1−𝑧2 )
𝑖

log𝑎 𝑥 = (ln 𝑎)−1 ln 𝑥 cos 𝑧 = 𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧
2 arccos = ln(𝑧−𝑖

√
1−𝑧2 )

𝑖
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换言之，所谓的初等函数，其实只有 𝑒𝑥 , ln 𝑥是急需的超越元，我们试着在微分域 𝐾 中把这类元素给定义出

来。如果 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾 满足

𝑠′

𝑠
= 𝑡′

我们就称 𝑠是 𝑡 的指数，𝑡 是 𝑠的对数，并分别记为 𝑠 = 𝑒𝑡 , 𝑡 = ln 𝑠，此时我们的核心定义就出来了。

定义 6.1

♣

如果微分域扩张 𝐾 ⊂ 𝐿存在一个扩张塔

𝐾 = 𝐾0 ⊂ 𝐾1 ⊂ ... ⊂ 𝐾𝑛−1 ⊂ 𝐾𝑛 = 𝐿, 𝐾𝑖 = 𝐾𝑖−1 (𝑒𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

使得 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑒𝑖 是下列三种情况中的一种
(1)𝑒𝑖 是 𝐾𝑖−1上的代数元

(2)存在 𝑘 ∈ 𝐾𝑖−1使得 𝑒𝑖 = 𝑒𝑘

(3)存在 𝑘 ∈ 𝐾𝑖−1使得 𝑒𝑖 = ln 𝑘
我们就称 𝐿/𝐾 是初等微分域扩张，或称为刘维尔扩张 (Liouville extension)。

读者需要注意一点，根据伽罗瓦理论可知，根式一定可以由代数元得到，但代数元不一定可以由根式表示，

换言之如果把 C(𝑥)的任一初等微分域扩域中的元素称为初等函数的话，其范围是比我们常规所认识的初等函数
的范围更大的，但就应用而言，这并不会有太大影响。此时，我们的核心定理的微分域表述也就出来了。

定理 6.16

♡

设 𝐾 是微分域，则 𝑓 ∈ 𝐾 的原函数在 𝐾 的一个初等无新常数微分域扩张当且仅当，存在 𝑢1, ..., 𝑢𝑚, 𝑣 ∈ 𝐾
和 𝑐1, ..., 𝑐𝑚 ∈ 𝐾𝐶 使得

𝑓 = 𝑣′ +
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑢′𝑖
𝑢𝑖

证明 由 𝑓 = (𝑣 +
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖 ln 𝑢𝑖)′ 可知必要性是显然的，故我们只考虑充分性。此时我们有一个初等微分域扩张塔

𝐾 = 𝐾0 ⊂ 𝐾1 ⊂ ... ⊂ 𝐾𝑛, ∃𝑔 ∈ 𝐾𝑛, 𝑔′ = 𝑓

我们对扩张塔的长度 𝑛进行归纳法，当 𝑛 = 0时，即 ∃𝑔 ∈ 𝐾, 𝑔′ = 𝑓，此时 𝑣 = 𝑔, 𝑚 = 1, 𝑐1 = 0，接着我们假设对
𝑛 − 1长度的扩张塔成立，我们视 𝑓 ∈ 𝐾0 ⊂ 𝐾1，则在扩张 𝐾1 ⊂ 𝐾𝑛 存在 𝑢1, ..., 𝑢𝑚, 𝑣 ∈ 𝐾1 和 𝑐1, ..., 𝑐𝑚 ∈ 𝐾𝐶 (无新
常数扩张)使得

𝑓 = 𝑣′ +
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑢′𝑖
𝑢𝑖

在这个条件下，我们来考虑最开始的扩张 𝐾1 = 𝐾 (𝑒)，根据定义其分为三种情况

(1)[𝑒是 𝐾 上的代数元]此时 𝐾1 = 𝐾 (𝑒) = 𝐾 [𝑒]，设 𝑝(𝑥) =
𝑠∏
𝑖=1
(𝑥 − 𝑒𝑖), 𝑒1 = 𝑒是 𝑒的极小多项式，相应的分

裂域为 𝐾 𝑝 ⊃ 𝐾1，设 𝜎𝑖 ∈ 𝐺𝑎𝑙 (𝐾 𝑝/𝐾), 𝑖 = 1, ..., 𝑠 是所有的自同构，并不失一般性地假定 𝜎1 是恒等映射。此时

∀𝑞(𝑒) ∈ 𝐾 [𝑒] 有 𝜎𝑖 (𝑞(𝑒)) = 𝑞(𝑒𝑖)，此时我们可以选取合适的多项式 𝑞1 (𝑥), ..., 𝑞𝑚 (𝑥), 𝑟 (𝑥) ∈ 𝐾 [𝑥] 使得

𝑢𝑖 = 𝑞𝑖 (𝑒), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑣 = 𝑟 (𝑒)

则有

𝑓 = (𝑟 (𝑒))′ +
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
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由 𝜎𝑖 ( 𝑓 ) = 𝑓 可得

𝑓 = 𝜎𝑖 ( 𝑓 ) = 𝜎𝑖 ((𝑟 (𝑒))′ +
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
) = (𝑟 (𝑒𝑖))′ +

𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒𝑖))′

𝑞 𝑗 (𝑒𝑖)

遍历所有的 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠并相加后可得

𝑓 =

𝑠∑
𝑖=1

𝜎𝑖 ( 𝑓 )

𝑠
= (

𝑠∑
𝑖=1

𝑟 (𝑒𝑖)

𝑠
)′ +

𝑛∑
𝑗=1

𝑐 𝑗

𝑠

(
𝑠∏
𝑖=1

𝑞 𝑗 (𝑒𝑖))′

𝑠∏
𝑖=1

𝑞 𝑗 (𝑒𝑖)

由对称多项式的理论即可知，此时有

𝑣𝑛𝑒𝑤 =

𝑠∑
𝑖=1

𝑟 (𝑒𝑖)

𝑠
∈ 𝐾, 𝑢𝑛𝑒𝑤𝑖 =

𝑠∏
𝑗=1
𝑞𝑖 (𝑒 𝑗 ) ∈ 𝐾, 𝑐𝑛𝑒𝑤𝑖 =

𝑐𝑖
𝑠
∈ 𝐾𝐶

(2)[共有部分说明]在后面两种情况下，𝑒是𝐾上的超越元，此时我们可以同样地找到有理多项式 𝑞1 (𝑥), ..., 𝑞𝑚 (𝑥), 𝑟 (𝑥) ∈
𝐾 (𝑥) � 𝐾 (𝑒)使得

𝑢 𝑗 = 𝑞 𝑗 (𝑒), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝑣 = 𝑟 (𝑒), 𝑓 = (𝑟 (𝑒))′ +
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)

对于每个有理多项式 𝑞 𝑗 (𝑒) ∈ 𝐾 (𝑒) � 𝐾 (𝑥)，根据因式分解有

𝑞 𝑗 (𝑒) = 𝑘 𝑗
𝑛 𝑗∏
𝑖=1
(𝑞 𝑗𝑖 (𝑒))𝑛 𝑗𝑖 , 𝑘 𝑗 ∈ 𝐾, 𝑛 𝑗 ≥ 1, 𝑛 𝑗𝑖 ∈ Z, 𝑞 𝑗𝑖 (𝑒) ∈ 𝐾 [𝑒]是首一不可约多项式

再根据对数恒等式
(
∏𝑚
𝑗=1 𝑘

𝑚 𝑗
𝑗 )′∏𝑚

𝑗=1 𝑘
𝑚 𝑗
𝑗

= (ln
𝑚∏
𝑗=1
𝑘
𝑚 𝑗
𝑗 )
′ = (

𝑚∑
𝑗=1

𝑚 𝑗 ln(𝑘 𝑗 ))′ =
𝑚∑
𝑗=1

𝑚 𝑗
(𝑘 𝑗 )′

𝑘 𝑗

故对
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
进行一轮操作变换以后形式不变，因此我们可以不失一般性地认为 𝑓 分解式中的 𝑞 𝑗 (𝑒) ∈

𝐾 [𝑒]，或者是非常数2首一不可约多项式，或者是 𝐾 中的元素3。

(3)[存在 𝑘 ∈ 𝐾 使得 𝑒′ = 𝑘′

𝑘 ]此时由于 𝑒′ = 𝑘′

𝑘 ∈ 𝐾，故必有 deg(𝑞 𝑗 (𝑒))′ < deg 𝑞 𝑗 (𝑒)。我们注意到部分分式的
唯一分解定理为

𝑔(𝑒) = 𝑘
𝑙∑
𝑖=1

𝑝𝑚𝑖𝑖 (𝑒),
𝑓 (𝑒)
𝑔(𝑒) =

𝑙∑
𝑖=1

𝑚𝑖∑
𝑘𝑖=1

𝑟𝑖𝑘𝑖 (𝑒)
(𝑝𝑖 (𝑒))𝑘𝑖

, 𝑝𝑖 (𝑒) ∈ 𝐾 [𝑒]是首一不可约多项式, deg 𝑟𝑖𝑘𝑖 (𝑒) < deg 𝑝𝑖 (𝑒)

若存在 𝑝(𝑒) = 𝑞 𝑗 (𝑒) ∉ 𝐾，则在
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
的部分分式中最多只有 𝑟 (𝑒)

(𝑝 (𝑒) )𝑚 , 𝑚 ≤ 1。由于式子左边的 𝑓 ∈ 𝐾，

故为了消去这个分式，𝑟 (𝑒) 的部分分式中也应该存在一项 𝑓 (𝑒)
(𝑝 (𝑒) )𝑑，并且这里的 𝑑 是可能形式的最大值，此时

( 𝑓 (𝑒)
(𝑝(𝑒))𝑑

)′ = −𝑑𝑓 (𝑒)(𝑝(𝑒))
′

(𝑝(𝑒))𝑑+1
+

𝑑∑
𝑖=1

𝑟𝑖 (𝑒)
(𝑝(𝑒))𝑖

中的 − 𝑑 𝑓 (𝑒) (𝑝 (𝑒) )
′

𝑝 (𝑒)𝑑+1 是 (𝑟 (𝑒))′的最大次数项，没法在 (𝑟 (𝑒))′中消去，又因为 𝑑 +1 > 1导致也没法在
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
消去。从而只有 ∀ 𝑗 , 𝑞 𝑗 (𝑒) ∈ 𝐾。

2常数时，𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒) ) ′
𝑞 𝑗 (𝑒) = 0，则没有讨论的必有

3此处主要是来自为了保证首一而提出来的系数，如前面的 𝑘 𝑗
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更进一步，由于 (𝑟 (𝑒))′ = 𝑓 −
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
∈ 𝐾，故只有形式 𝑟 (𝑒) = 𝑐𝑚+1𝑒 + 𝑐0, 𝑐𝑚+1, 𝑐0 ∈ 𝐾𝐶，于是我们有

𝑓 = (𝑟 (𝑒))′ +
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
= (𝑐𝑚+1𝑒 + 𝑐0)′ +

𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
= 𝑐′0 +

𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
+ 𝑐𝑚+1

𝑘 ′

𝑘

即

𝑣𝑛𝑒𝑤 = 𝑐0 ∈ 𝐾, 𝑢𝑛𝑒𝑤𝑖 = 𝑞𝑖 (𝑒) ∈ 𝐾, 𝑐𝑛𝑒𝑤𝑖 = 𝑐𝑖 ∈ 𝐾𝐶 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 𝑢𝑚+1 = 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑐𝑚+1 ∈ 𝐾𝐶

(4)[存在 𝑘 ∈ 𝐾 使得 𝑒′

𝑒 = 𝑘 ′]此时由于 𝑒′

𝑒 = 𝑘 ′ ∈ 𝐾，故 𝑝(𝑒) = 𝑞 𝑗 (𝑒) ∉ 𝐾 当且仅当 𝑝(𝑒) = 𝑒，合并所有项以后，我
们不失一般性地假设 𝑞1 (𝑒) = 𝑒，而其它项均有 𝑞 𝑗 (𝑒) ∈ 𝐾, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚。

更进一步，为了消去 𝑒′

𝑒 项，则 𝑟 (𝑒) =
𝑡∑

𝑖=−𝑡
𝑘𝑖𝑒

𝑖 , 𝑡 > 0, 𝑘 𝑗 ∈ 𝐾，并且同样有 (𝑟 (𝑒))′ = 𝑓 −
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
∈ 𝐾，

从而 𝑟 (𝑒) ∈ 𝐾，于是我们有

𝑓 = (𝑟 (𝑒))′ +
𝑚∑
𝑗=1

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
= (𝑟 (𝑒))′ +

𝑚∑
𝑗=2

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)
+ 𝑐1

𝑒′

𝑒
= (𝑟 (𝑒) + 𝑐1𝑘)′ +

𝑚∑
𝑗=2

𝑐 𝑗
(𝑞 𝑗 (𝑒))′

𝑞 𝑗 (𝑒)

即

𝑣𝑛𝑒𝑤 = 𝑟 (𝑒) + 𝑐1𝑘 ∈ 𝐾, 𝑢𝑛𝑒𝑤𝑖 = 𝑞𝑖−1 (𝑒) ∈ 𝐾, 𝑐𝑛𝑒𝑤𝑖 = 𝑐𝑖−1 ∈ 𝐾𝐶 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚

通过这个核心的判定定理，就能得到不少的结论了，例如

𝑓 𝑒𝑔有初等原函数⇔ ∃𝑎, 𝑓 = 𝑎′ + 𝑎𝑔′

借助这个定理我们可以证明 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥2 (此处 𝑓 = 1, 𝑔 = 𝑥2)没有初等原函数，否则存在一个有理式 𝑎(𝑥) ∈ R(𝑥)
使得 1 = 𝑎′ (𝑥) + 2𝑎(𝑥)𝑥，我们假设 𝑎(𝑥) = 𝑝 (𝑥 )

𝑞 (𝑥 ) , (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ R[𝑥] 则有

1 = 𝑎′ (𝑥) + 2𝑎(𝑥)𝑥 ⇒ 𝑞(𝑞 − 2𝑝𝑥 − 𝑝′) = −𝑞′𝑝 ⇒ 𝑞 | 𝑞′𝑝 ⇒ 𝑞 | 𝑞′ ⇒ 𝑞′ = 0

因此 𝑞是常数，从而有多项式 1 = 𝑏1𝑝
′ + 2𝑏2𝑝𝑥，显然是矛盾的。至于另一个定理，我们可以先看必要性，若

𝑝是整数，则有

(
𝑝∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑝𝑎
𝑝−𝑖𝑏𝑖

𝑛𝑖 + 𝑚 + 1
𝑥𝑛𝑖+𝑚+1)′ =

𝑝∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑝𝑎
𝑝−𝑖𝑏𝑖𝑥𝑛𝑖+𝑚 = 𝑥𝑚 (𝑎 + 𝑏𝑥𝑛) 𝑝

若 𝑚+1
𝑛 是整数，则有

𝑡 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛,
ˆ
𝑥𝑚 (𝑎 + 𝑏𝑥𝑛) 𝑝𝑑𝑥 = 1

𝑛
𝑏−

𝑚+1
𝑛

ˆ
𝑡 𝑝 (𝑡 − 𝑎) 𝑚+1𝑛 −1𝑑𝑡

从而化为上一种情形。若 𝑚+1
𝑛 + 𝑝是整数，则有
ˆ
𝑥𝑚 (𝑎 + 𝑏𝑥𝑛) 𝑝𝑑𝑥 =

ˆ
𝑥𝑚+𝑛𝑝 (𝑎𝑥−𝑛 + 𝑏) 𝑝𝑑𝑥

此时 𝑚+𝑛𝑝+1
−𝑛 = −(𝑚+1𝑛 + 𝑝) 是整数，从而化为上一种情形。至于充分性，则属于椭圆积分 (或称为阿贝尔积

分)的判定

𝑓 (𝑥) =
ˆ 𝑥

𝑎
𝑅(𝑡,

√
𝑦(𝑡))𝑑𝑡, 𝑅(𝑥, 𝑦) ∈ R[𝑥, 𝑦], 𝑦(𝑥) ∈ R[𝑥], deg 𝑦(𝑥) = 3, 4

若 𝑓 (𝑥)在每点有限 (例如 𝑅(𝑡,
√
𝑦(𝑡)) = 1√

1+𝑡4
)，则称为第一类椭圆积分，其必定没有初等原函数；若 𝑓 (𝑥)在

有限个点处值为无限大 (例如 𝑅(𝑡,
√
𝑦(𝑡)) = 𝑡

(1−𝑡2 )
3
2
, 1
(1−𝑡 )

3
2
)，则称为第二类椭圆积分，若其存在初等原函数，则
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必定是 𝑅(𝑡,
√
𝑦(𝑡))的形式，更多的内容就留给读者练习了，我们就单纯地拿 Liouville定理开个头吧。

Picard-Vessiot理论

我们使用 E = C(𝑥, 𝑒𝑥 , ln 𝑥)来表示初等函数微分域，则我们上面所讨论的刘维尔定理实际就是说明：在 𝑓 满

足某种条件下，线性微分方程 𝑔′ = 𝑓 存在解 𝑔 ∈ E。更进一步，我们可以考虑像下面这样的 1阶齐次线性微分方
程组

𝑑

𝑑𝑥

©«
𝑦1
...

𝑦𝑛

ª®®®¬ =
©«
𝑎11 · · · 𝑎1𝑛
...

. . .
...

𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑛

ª®®®¬
©«
𝑦1
...

𝑦𝑛

ª®®®¬
对于上面的方程组，我们可以进行像下面这样的简写

𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛), 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

这里的 𝐾 是我们所讨论的微分域。另外，如果我们取

(𝑦1, ..., 𝑦𝑛) = (𝑦, 𝑦′, ..., 𝑦 (𝑛−1) ), 𝐴 =

©«

0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
...

...
...

... · · ·
...

0 0 0 0 · · · 1
−𝑎0 −𝑎1 · · · · · · · · · −𝑎𝑛−1

ª®®®®®®®®®¬
就可以得到一个 n阶齐次线性微分方程

𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑦
(𝑛−1) + ... + 𝑎1𝑦

′ + 𝑎0𝑦 = 0

因此这类 1阶齐次线性微分方程组 𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) 具有广泛的应用，有关其解的结构定理，属于线性
微分方程组的结论，我们直接给出。

定理 6.17 (解的结构定理)

♡

设 𝐾 是微分域，𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) 是微分方程，𝐿是 𝐾 的无新常数 (𝐿𝐶 = 𝐾𝐶 )微分域扩张

(1)若 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 ∈ 𝐿𝑛 是微分方程的解，则 ∀𝑐𝑖 ∈ 𝐾𝐶 ,
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑦𝑖 也是微分方程的解。

(2)微分方程解 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 在 𝐾𝐶 上线性独立当且仅当𝑊 (𝑦1, ..., 𝑦𝑛) ≠ 0，其中

𝑊 (𝑦1, ..., 𝑦𝑛) =

�����������
𝑦1 𝑦2 · · · 𝑦𝑛

𝑦′1 𝑦′2 · · · 𝑦′𝑛
...

...
...

...

𝑦 (𝑛−1)
1 𝑦 (𝑛−1)

2 · · · 𝑦 (𝑛−1)
𝑛

�����������
(3)微分方程至多有 𝑛个 𝐾𝐶 上线性独立的解，即解空间 {𝑣 ∈ 𝐿𝑛 | 𝑣′ = 𝐴𝑣}是 𝐾𝐶 上的至多 n维线性空间。

读者需要注意，这里解空间至多 n维是因为我们的 𝐿 微分域可能不够大，在通常的微分方程领域内，考虑

的是一个足够大的可微函数域，所以就一定会有 n个线性无关的解，我们这 n个线性无关的解 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 称为微

分方程 𝑦′ = 𝐴𝑦的一个基本解组。针对这类微分域的扩张，我们引入下面的核心概念
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定义 6.2

♣

设 𝐾 是微分域，𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) 是 1阶齐次线性微分方程组，𝐿/𝐾 是微分域扩张，如果有
(1)[无新常数]𝐿𝐶 = 𝐾𝐶

(2)[由解生成]𝐿 = 𝐾 ⟨𝑦1, ..., 𝑦𝑛⟩，其中 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 ∈ 𝐿𝑛 是微分方程 𝑦′ = 𝐴𝑦的一个基本解组

我们就称 𝐿/𝐾 是关于微分方程 𝑦′ = 𝐴𝑦的 Picard-Vessiot扩张。

这里比较不清晰的是 𝐿 = 𝐾 ⟨𝑦1, ..., 𝑦𝑛⟩，虽然 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 ∈ 𝐿𝑛都是 n维向量，但实际上我们有一种正交化的手
段使得

𝑦1 =

©«
𝑦1

0
...

0

ª®®®®®®¬
, 𝑦2 =

©«
0
𝑦2
...

0

ª®®®®®®¬
, ..., 𝑦𝑛 =

©«
0
0
...

𝑦𝑛

ª®®®®®®¬
从而，我们可以把 𝑦1, ..., 𝑦𝑛 ∈ 𝐿 视为一个基本解组，于是其生成的微分域就像下面这样

𝐿 = 𝐾 ⟨𝑦1, ..., 𝑦𝑛⟩ = {
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐾}

这种把解添加到域中的做法，实际和我们在抽象代数里见到的多项式分裂域有些类似，至于微分方程 𝑦′ =

𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) 的 Picard-Vessiot扩张的存在性和唯一性，我们在常微分方程理论中已经见过了，因此下一步自
然是对其伽罗瓦理论的讨论了。

定义 6.3

♣

(1)对于微分域 𝐿 和 𝐾，如果映射 𝑓 : 𝐿 → 𝐾 满足， 𝑓 是域同态且 ∀𝑟 ∈ 𝐿, 𝑓 (𝑟 ′) = ( 𝑓 (𝑟))′，则称 𝑓 是微分

域同态，我们将所有微分域同态构成的集合记为 𝐸𝑛𝑑𝑑𝑖 𝑓 𝑓 (𝐿, 𝐾)
(2)对于微分域扩张 𝐿/𝐾，它的微分伽罗瓦群指下面的微分自同构组成的群

𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾) = {𝜎 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑑𝑖 𝑓 𝑓 (𝐿, 𝐿) | ∀ 𝑓 ∈ 𝐾, 𝜎( 𝑓 ) = 𝑓 }

通常我们所说的，微分方程 𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) 的微分伽罗瓦群 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾) 指其中的 𝐿/𝐾 是关于这个微分
方程的 Picard-Vessiot扩张。接下来我们不仅会要求 𝐾 的特征为零，还会默认 𝐾𝐶 是代数闭域，从而得到类似代

数方程的伽罗瓦对应定理。

定理 6.18 (嵌入定理)

♡

对任意的微分域 𝐾 和它的 Picard-Vessiot 扩张 𝐿 = 𝐾 ⟨𝑦1, ..., 𝑦𝑛⟩，存在一个多项式集合 𝑆 = {𝐹𝑖 𝑗 (𝑋), 1 ≤
𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛} ⊂ 𝐾𝐶 [𝑋] 满足

(1)如果 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾) 且 𝜎(𝑦 𝑗 ) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖 𝑗 𝑦𝑖，则 ∀𝐹 (𝑋) ∈ 𝑆, 𝐹 (𝑐𝑖 𝑗 ) = 0

(2)如果矩阵 (𝑐𝑖 𝑗 ) ∈ 𝐺𝐿𝑛 (𝐾𝐶 ) 满足 ∀𝐹 (𝑋) ∈ 𝑆, 𝐹 (𝑐𝑖 𝑗 ) = 0，则存在 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾) 使得 𝜎(𝑦 𝑗 ) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖 𝑗 𝑦𝑖

换言之，存在嵌入 𝐺 (𝐿/𝐾) → 𝐺𝐿𝑛 (𝐾𝐶 ) 使得 𝐺 (𝐿/𝐾)是 𝐺𝐿𝑛 (𝐾𝐶 )的闭子群。

定理 6.19 (对应定理)
设 𝐿/𝐾 是 Picard-Vessiot扩张，𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾)是它的微分伽罗瓦群。定义
S由 𝐺 的所有闭子群构成 (这里的“闭”指代数群 𝐺𝐿𝑛 (𝐾𝐶 )的 Zariski拓扑中的闭集)
L 由 𝐿 的所有包含 𝐾 的微分闭子域构成

𝛼 : S → L, 𝐻 ↦→ 𝐿𝐻 = { 𝑓 ∈ 𝐿 | ∀𝜎 ∈ 𝐻, 𝜎( 𝑓 ) = 𝑓 }
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6.3 非初等函数

♡

𝛽 : L → S, 𝐹 ↦→ 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾)，则有
(1)𝛼 = 𝛽−1

(2)𝐹 ∈ L 是 𝐾 的 Picard-Vessiot扩张当且仅当，𝐻 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐹)是 𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾)的正规子群。且此时有

𝐺/𝐻 � 𝐺𝑎𝑙 (𝐹/𝐾)

对应定理构成了我们微分伽罗瓦理论的基础，最后我们来把它和上一部分中的 Liouville扩张联系起来，我
们的使命也就结束了。

定理 6.20

♡

设 𝐿/𝐾 是 Picard-Vessiot 扩张，𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐾) 是它的微分伽罗瓦群，𝐺𝑜 是 𝐺 包含单位元的不可约成

分a(或简称单位分支)，则下面的命题等价
(1)𝐺𝑜 是可解群
(2)存在 Liouville扩张 𝑀/𝐾 使得 𝐿 ⊂ 𝑀。

a详细定义可以见“代数群”的相关书籍，或者 [45]的 2.6中关于代数群的说明

小结

实际上，是否要将 Riemann-Hilbert对应纳入微分伽罗瓦理论的讨论，我是比较犹豫的，这本书 [28]好像想
要表达从黎曼-希尔伯特对应引入微分伽罗瓦理论。但我们知道 Riemann-Hilbert对应实际就是 Hilbert第 21问，
它是有关 Fuchs类的线性微分方程的延拓表示问题，虽然也在我们的这个微分代数体系下，但与我们微分伽罗瓦
理论的关系我暂时没能搞懂，所以我最后也就止步于了 Picard-Vessiot理论。而有关线性微分方程，还有一个比
较重要的 Siegel-Shidlovskii定理，大家不用去看比较老的书，可以看这篇文章 [9]，其核心内容并不复杂，就是
定义了一类 E函数域，并研究发现其是运算封闭的，这里的运算除了域自带的加法和乘法，还有求导和求原函
数，于是我们就能用带着这个重要的特性的微分域去研究线性微分方程，从而发现一个线性无关的传导性。其

实它的重要体现在，我们初等函数域所不具备的求导和求原函数的封闭性，𝑒𝑧 , sin 𝑧, cos 𝑧, ln |𝑥 | =
´ 1
𝑥 𝑑𝑥，因此 E

函数微分域实际比我们的初等函数域还要大，算是脱离我们的解析式后，值得研究一番的函数域了。

数的分类：

A数 (代数数 A)：
√

2。S数 (主要部分)：𝑒。T数 (所知甚少)。U数 (最早的超越数)：
∞∑
𝑛=1

𝜆−𝑛!, 𝜆 > 1。

超越数判定：

Lindemann-Weierstrass定理：
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒
𝑏𝑖 ≠ 0。Baker定理：𝑎0 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ln 𝑏𝑖 ≠ 0

近似的三种方式：

连分数：𝑟 − 𝑝𝑛
𝑞𝑛

= (−1)𝑛
𝑞𝑛 (𝑟𝑛+1𝑞𝑛+𝑞𝑛−1 ) , 𝑟𝑛+1 = [𝑥𝑛+1; 𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3, ...]。无穷级数：

∞∑
𝑖=1

𝑥𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛, 𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖。无穷乘

积：

∞∏
𝑖=1

𝑝𝑖 = lim
𝑛→∞

𝑃𝑛, 𝑃𝑛 =
𝑛∏
𝑖=1

𝑝𝑖

微分伽罗瓦理论类比：

域 𝐹 ↔ 微分域 𝐾，多项式方程 𝑓 (𝑥) = 0, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] ↔ 微分方程 𝑦′ = 𝐴𝑦, 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾)，伽罗瓦扩张
𝐿/𝐹 ↔Picard-Vessiot扩张 𝐿/𝐾，伽罗瓦群 𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐹) ↔微分伽罗瓦群 𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (𝐿/𝐹)，运用根式可解↔可
以嵌入到 Liouville扩张中，𝐺 是可解群↔ 𝐺𝑜 是可解群。

核心执念：

指对数函数 𝑒𝑥 , ln 𝑥起着十分重要的作用，无论是在超越数判定中，还是在非初等原函数判定中。

ln𝐾 = 𝜁 (2) log2
𝐴12

2𝜋𝑒𝛾
+
∞∏
𝑘=1

1 + 22−𝑘

2

∞∑
𝑘=3

(−1)𝑘 (2 − 2𝑘)𝜁 ′ (𝑘)
𝑘

,K=Khinchin,A=Glaisher-Kinkelin
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第七章 方程与曲线

在整个数学里，我最看重的学科就两个，数学分析和线性代数，对于前者我们在上一个实数篇章中介绍了

它的重要性，而这一章中，我们将看到线性代数的威力。不过到底啥是线性代数呢？是所谓的高等代数吗？还

是应该也把抽象代数给带进来，我的建议是通通搞进来。你可能会说，数学不应该是分析、代数、几何的三足鼎

立吗？那我把几何扔哪里去了。简单来讲，几何是代数，但代数不是几何，几何和数论有着类似的背景，可以同

时从代数和分析两个方向进行研究。那最存粹的几何学“点集拓扑”呢？问题是，它跟数论有联系吗？我以前就

说过，点集拓扑实际就是一套名词系统，给予各种对象一种类似于几何的感觉，所以有时也能见到闭集等概念，

但对此我们没必要特地地拿到数论这里来讲。接着拓扑无论往哪个方向发展，都离不开代数和分析，所以我们

舍弃掉几何是有理有据的，读者不必心存芥蒂。在这一章中，我们的主题是方程。

7.1 不定方程
所谓方程问题，实际就是求映射 𝑓 : 𝐴 → 𝐵 在某点逆解集 𝑓 −1 (𝑏) ⊂ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵 的过程，但越泛的问题就越

没有可供研究的内容，也就是基本无有用条件，就根本没有研究的必要了。所以我们就把它放到我们熟知的环

𝐾 = Z或域 𝐾 = Q,Q𝑝 ,R,C上，再把映射变成有理式 𝑓 (𝑋) ∈ 𝐾 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)，某点变成零 0 ∈ 𝐾，就有了我们通常
意义下研究的方程

𝑓 (𝑋) = 0, 𝑋 ∈ 𝐾𝑛

但未知数的个数 𝑛 = 1时，由代数基本定理可知，其在 C上一定有根，所以我们至少需要讨论 𝑛 > 1，而此
时我们可以通过函数反解，得到几乎任意多个 C和 R上的解，因此我们还需要进一步限制解在 Q或 Z。更进一

步，由于有理方程可以通过通分变成多项式，于是，所谓的不定方程问题或丢番图方程问题指：求变量个数大于

1的多项式方程的整数解或有理解 (齐次情形相当于整数解)问题。比如下面是一些常见的不定方程

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛, 𝑛 = 𝑥2 + 𝑦2,
𝑥

𝑦 + 𝑧 +
𝑦

𝑥 + 𝑧 +
𝑧

𝑥 + 𝑦 = 𝑛, 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑛,
4
𝑛
=

1
𝑥
+ 1
𝑦
+ 1
𝑧

对于不定方程，我们更倾向于找整数解，不要问为什么，因为事实就是这样。我们有两个核心的问题，一是

不定方程是否有解，二是如果有解那么怎么把它们全部表示出来，通常我们都只活在第一个问题中，第二个问

题基本都是顺带的。于是问题又来了，能否通过有限步骤来判定不定方程是否存在整数解？这是希尔伯特第十

问，这其实属于数理逻辑中的图灵机算法问题，结论是通用的算法并不存在，详细过程可以看这本书 [23]，它不
仅比较新，还在前面介绍了所需要的各种泛用性的核心工具，至于我们只要知道这个事实就行了。在通用算法

不存在的情况下，意味着在不定方程上，我们有着做不完的工作，也就是接下来我们可以讨论的具体方程类型

有好多，这样我们就能水大量内容了。

二次不定方程

多项式的次数是一个很好的讨论指标，那么我们的一次不定方程哪里去了？因为它实在是过于简单了，所

以也就懒得讨论了。

定理 7.1 (一次不定方程)
设 𝑠 ≥ 2元一次不定方程为

𝑠∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 = 𝑎1𝑥1 + ... + 𝑎𝑠𝑥𝑠 = 𝑛, 𝑎𝑖 , 𝑛 ∈ Z,
𝑠∏
𝑖=1

𝑎𝑖 ≠ 0

(1)此方程有整数解 (𝑥1, ..., 𝑥𝑠)当且仅当，(𝑎1, ..., 𝑎𝑠) | 𝑛



7.1 不定方程

♡

(2)如果 (𝑥0
1, ..., 𝑥

0
𝑠)是此方程的一个特解，(𝑥∗1, ..., 𝑥∗𝑠)是此方程 𝑛 = 0时的齐次方程的通解，则此方程的通

解为

(𝑥1, ..., 𝑥𝑠) = (𝑥0
1 + 𝑥

∗
1, ..., 𝑥

0
𝑠 + 𝑥∗𝑠)

(3)齐次方程 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 = 0的通解为

𝑥1 =
𝑎2

(𝑎1, 𝑎2)
𝑡, 𝑥2 = − 𝑎1

(𝑎1, 𝑎2)
𝑡, 𝑡 ∈ Z

齐次方程
𝑠∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0的通解由上一级非齐次方程给出

𝑠−1∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥𝑖 = −𝑎𝑠𝑥𝑠

其中的 𝑥𝑠 由二元齐次方程

𝑎𝑠𝑥𝑠 + (𝑎1, ..., 𝑎𝑠−1)𝑦 = 0

给出。

注我们实际需要证明的只有 (1)和 (2)，而 (3)只是告诉你一个递归求解的过程，即“n元齐次 =n-1元非齐次 +2
元齐次”，再结合“n元非齐次 =辗转相除法求特解 +n元齐次”，最后的最后得到的都是 2元齐次方程的求解，
而且由递归的过程可知，n元齐次方程应该至少有 n-1个自由变量来确定所有的整数解。由于证明的过程十分简
单，就留给读者做练习了。于是，求解一次不定方程的基本方式是，先通过 (1)证明中的方法得到一个特解，再
通过 (3)的公式求出齐次方程的通解，最后利用 (2)的理论就可以得到原方程的所有整数解了，至此一次方程就
没什么可以说的了，难道不是吗？另外，读者如果不想通过齐次的方式去理解解的构造，我们可以直接把原来的

s元一次不定方程，化为 s-1个二元一次不定方程

𝑑𝑠−1𝑦𝑠−1 + 𝑎𝑠𝑥𝑠 = 𝑛, 𝑑𝑖𝑦𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑥𝑖+1 = 𝑑𝑖+1𝑦𝑖+1 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 − 2), 𝑦1 = 𝑥1, 𝑑1 = 𝑎1, 𝑑𝑖 = (𝑑𝑖−1, 𝑎𝑖)

比起无聊的一次，我们还是来看看有趣的二次不定方程吧。由于整数且行列式为正负 1的线性变换会保持
两个不定方程整数解的对应，于是根据二次型的理论，或者就是单纯地一个变量一个变量地进行配方，遇到非

整数时，可以同时乘以分母来消去它，最终大部分的二次不定方程都具有下面的形式

𝑠∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
2
𝑖 = 𝑎1𝑥

2
1 + ... + 𝑎𝑠𝑥2

𝑠 = 𝑛, 𝑎𝑖 , 𝑛 ∈ Z,
𝑠∏
𝑖=1

𝑎𝑖 ≠ 0

于是这类方程也就变成了我们讨论的重点，而其中 𝑠 = 2时，就有着极其丰富的理论，所以我们先来花大量
笔墨讨论不定方程 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 = 𝑐。我们进一步取 𝑎 = 1, 𝑏 = −𝑑, 𝑐 = ±1, 𝑑 是非平方数，就得到了著名的 Pell方程
𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±1。一个 Pell方程，就能得到一本书 [3]，更别说更大的二次不定方程了 [1]，所以我只会挑我觉得重
要的来讲，而省去大量的内容，请别在意这是无法摆脱的篇幅限制。

定理 7.2 (Pell方程)
设二元二次 Pell方程为

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1, 𝑑 > 0, 𝑑 ∈ Z

(1)若 𝑑 = 𝑠2, 𝑠 ∈ N，则方程仅有整数解 (𝑥, 𝑦) = (1, 0)
(2)若 𝑑是非平方数，则方程有无数组正整数解a，设 (𝑥, 𝑦) = (𝑥1, 𝑦1)是使得 𝑥 + 𝑦

√
𝑑最小的正整数解，并

记

𝑥𝑛 +
√
𝑑𝑦𝑛 = (𝑥1 + 𝑦1

√
𝑑)𝑛

则 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)是方程所有的正整数解。
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♡
a负整数解可以直接对称过去，零解可以直接验证

证明 对于 (1)可以直接因式分解，借助代数基本定理即可得到答案，所以我们主要来看 (2)的证明。
(1)我们先来证明一个引理，由于

√
𝑑 是实数，故存在无穷多组 (x,y)使得 (狄利克雷定理)

|
√
𝑑 − 𝑥

𝑦
| < 1

𝑦2

于是存在无穷多组 (x,y)使得

|𝑥2 − 𝑑𝑦2 | = |𝑥 + 𝑦
√
𝑑 | |𝑥 − 𝑦

√
𝑑 | < |𝑥 − 𝑦

√
𝑑 + 2𝑦

√
𝑑 | 1
𝑦
< ( 1

𝑦
+ 2𝑦
√
𝑑) 1
𝑦
≤ 1 + 2

√
𝑑

由于满足 |𝑀 | < 1 + 2
√
𝑑 的整数 𝑀 的个数有限。故存在 0 < |𝑀 | < 1 + 2

√
𝑑 使得有无穷组 (x,y)满足

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑀

(2)由 (1)可知，我们能找到两个不同的正整数解 (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) 使得

𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod|𝑀 |), 𝑦1 ≡ 𝑦2 (mod|𝑀 |)

我们注意到两个事实

𝑥1𝑥2 − 𝑑𝑦1𝑦2 ≡ 𝑥2
1 − 𝑑𝑦2

1 ≡ 𝑀 ≡ 0(mod|𝑀 |)

𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 ≡ 𝑥2𝑦2 − 𝑥2𝑦2 ≡ 0(mod|𝑀 |)

此时我们可以构造整数

𝑥0 =
𝑥1𝑥2 − 𝑑𝑦1𝑦2

𝑀
, 𝑦0 =

𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1

𝑀

并有

𝑥2
0 − 𝑑𝑦2

0 =
(𝑥1𝑥2)2 − 2𝐷𝑥1𝑥2𝑦1𝑦2 + 𝐷2 (𝑦1𝑦2)2 − 𝐷 ((𝑥1𝑦2)2 − 2𝑥1𝑦2𝑥2𝑦1 + (𝑥2𝑦1)2)

𝑀2 =
𝑥2

1𝑀 − 𝐷𝑦2
1𝑀

𝑀2 = 1

显然 𝑥0 ≠ 0, 𝑦0 ≠ 0，故原方程至少有一组正整数解。
(3)同原题假设给出 𝑥2

1 − 𝑑𝑦2
1 = 1，此时可以验证

𝑥2
𝑛 − 𝑑𝑦2

𝑛 = (𝑥1 + 𝑦1
√
𝑑)𝑛 (𝑥𝑛 − 𝑑𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1

√
𝑑)𝑛 (𝑥1 − 𝑦1

√
𝑑)𝑛 = (𝑥2

1 − 𝑑𝑦2
1)𝑛 = 1

确实是原方程的解，从而有无穷多个解。接着就是要说明 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), 𝑛 ≥ 1是所有的解，我们简记 𝜀 = 𝑥1 + 𝑦1
√
𝑑, 𝜀 =

𝑥1 − 𝑦1
√
𝑑，若存在一组 𝑥2

0 − 𝑑𝑦2
0 = 1使得 𝑥0 + 𝑦0

√
𝑑 ≠ 𝜀𝑛，则存在一个整数 𝑛 > 0使得

𝜀𝑛 < 𝑥0 + 𝑦0
√
𝑑 < 𝜀𝑛+1

从而有

1 < 𝑢 + 𝑣
√
𝑑 < 𝜀, 𝑢 + 𝑣

√
𝑑 = (𝑥 + 𝑦

√
𝑑)𝜀𝑛

计算可得 𝑢2 − 𝑑𝑣2 = 1，从而 (𝑢, 𝑣)是原方程的一组解，进一步有

0 < 𝑢 − 𝑣
√
𝑑 <

1
𝑢 + 𝑣
√
𝑑
< 1, 2𝑣

√
𝑑 = (𝑢 + 𝑣

√
𝑑) − (𝑢 − 𝑣

√
𝑑) > 1 − 1 = 0

从而 𝑢 > 0, 𝑣 > 0是一组正整数解，从而有 𝑢 + 𝑣
√
𝑑 > 𝜀，矛盾，定理得证。

值得注意的是，Pell方程的解是存在性的，并不像线性方程一样可以通过辗转相除法来得到特解，但正因为
存在性，导致我们可以逐一验证，最简单的方法就是计算 1 + 𝑑𝑦2, 𝑦 = 1, 2, ...，直到出现第一个平方数，即可得到
最小解，我们把它称为基本解，剩下的像定理一样计算就行了。当然有些情形，比如 𝑑 = 𝑠(𝑠𝑡2 + 2), 𝑠 > 0, 𝑡 > 0
时，它的基本解就可以直接写出来

1 + 𝑠𝑡2 + 𝑡
√
𝑑, 𝑥1 = 1 + 𝑠𝑡2, 𝑦1 = 𝑡

相比于正 Pell方程，负 Pell方程 𝑥2−𝑑𝑦2 = −1就麻烦了很多，当然对于此方程同样也是“存在解”推出“存在
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无穷个解”，其在 𝑑 ≡ 0, 3(mod4)时由简单的同余判定可知没有整数解，于是我们主要应该聚焦于 𝑑 ≡ 1, 2(mod4)
的情形，但可惜我们对此并不明朗，我也就不讲太多以防混淆视听了，而来讨论一下更通用方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑛的

解的样貌。我们设

𝑥2
1 − 𝑑𝑦2

1 = 𝑛, 𝑠2 − 𝑑𝑡2 = 1

很容易发现

𝑥2
2 − 𝑑𝑦2

2 = 𝑛, 𝑥2 + 𝑦2
√
𝑑 = (𝑥1 + 𝑦1

√
𝑑) (𝑠 + 𝑡

√
𝑑)

此时我们称 𝑥1 + 𝑦1
√
𝑑与 𝑥2 + 𝑦2

√
𝑑相结合，并记为 𝑥1 + 𝑦1

√
𝑑 ∼ 𝑥2 + 𝑦2

√
𝑑。容易验证，我们的“相结合”构

成原方程所有整数解的一个等价关系。而在一个等价类中的所有正整数解的生成方式也是十分简单的

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = (𝑥0 + 𝑦0
√
𝑑) (𝑠0 + 𝑡0

√
𝑑)𝑛

其中 (𝑠0, 𝑡0)是 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1的基本解，(𝑥0, 𝑦0)是在这个等价类中使得 𝑥0 + 𝑦0
√
𝑑最小的 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑛的正整

数解，我们也把它称为基本解。于是我们的问题是，原方程有几个等价类，至于等价类中的最小解就是枚举法

了，而如果只有零个等价类则说明原方程没有整数解。

定理 7.3

♡

(1)设 𝑝是素数，如果方程

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±𝑝

有解，则当 𝑝 | 2𝑑 时有一个等价类，𝑝 ∤ 2𝑑 时有两个等价类。
(2)设 𝑝是奇素数，如果方程

𝑥2 − 𝑑𝑦2 = ±2𝑝

有解，则当 𝑝 | 𝑑 时有一个等价类，𝑝 ∤ 𝑑 时有两个等价类。

由于相关的研究并不多，所以我们就不证这玩意了，而且我们还注意到它要求有解作为前提，与我们的理

念背道而驰，所以我单纯告诉你有这么一个事实就足够了，但我们有一个不等式限制定理来告诉我们枚举到什

么程度就能判断方程没有整数解。

定理 7.4

♡

设 𝑢0 + 𝑣0
√
𝑑是不定方程 𝑢2 − 𝑑𝑣2 = 𝑛某个结合类的基本解，𝑥0 + 𝑦0

√
𝑑是不定方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 1的基本解，

则

(1)当 𝑛 > 0时有

0 ≤ 𝑣0 ≤
𝑦0
√
𝑛√

2(𝑥0 + 1)
, 0 ≤ |𝑢0 | ≤

√
1
2
(𝑥0 + 1)𝑛

(2)当 𝑛 < 0时有

0 ≤ 𝑣0 ≤
𝑦0
√−𝑛√

2(𝑥0 + 1)
, 0 ≤ |𝑢0 | ≤

√
−1

2
(𝑥0 + 1)𝑛

我们举一个简单的例子 𝑢2 − 2𝑣2 = 119，首先可得 𝑥2 − 2𝑦2 = 1的基本解为 3 + 2
√

2，接着计算可得

0 ≤ 𝑣0 ≤
√

119
2

< 8

最后验算可得所有的基本解为 11+
√

2,−11+
√

2, 13+5
√

2,−13+5
√

2，从而有 4个等价类。又例如 𝑢2−82𝑣2 = 23，
𝑥2 − 82𝑦2 = 1的基本解为 163 + 18

√
82, 0 ≤ 𝑣0 ≤ 9

2

√
46
41 < 5，验算可知 𝑣0 = 0, 1, 2, 3, 4时均无解，从而原方程无整
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数解。剩下的研究就比较零碎了，都是些没有一般性的结论，我们就稍微列举一下。

定理 7.5

♡

(1)[Gauss]设不定方程
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0

满足 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 > 0，𝐷 不是平方数，Δ = 4𝑎𝑐 𝑓 + 𝑏𝑑𝑐 − 𝑎𝑒2 − 𝑐𝑑2 − 𝑓 𝑏2 ≠ 0。如果方程有一组解，就必
定有无数组解。

(2)[勾股方程]设不定方程
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2

满足 (𝑥, 𝑦) = 1, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 2 | 𝑥，则它的全部整数解为

𝑥 = 2𝑚𝑛, 𝑦 = 𝑚2 − 𝑛2, 𝑧 = 𝑚2 + 𝑛2, 𝑚 > 𝑛 > 0, (𝑚, 𝑛) = 1

(3)设不定方程
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 = 𝑐𝑧2

满足 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0, (𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝑐) = (𝑏, 𝑐) = 1, 𝑎, 𝑏, 𝑐均无平方因子 (否则直接移进变量中)，则方程有
一组满足 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1的不全为零的整数解当且仅当

( −𝑎𝑏
𝑐
) = 1, ( 𝑏𝑐

𝑎
) = 1, ( 𝑎𝑐

𝑏
) = 1

证明 (1)对此的证明只需转化为 Pell方程即可，我们构造变换
𝑋 = 2𝑎𝐷𝑥 + 𝑏𝐷𝑦 + 𝑑𝐷

𝑌 = 𝐷𝑦 − 2𝑎𝑒 + 𝑏𝑑

就能将原方程转化为

𝑋2 − 𝐷𝑌2 = 𝑀, 𝑀 = 4𝑎𝐷Δ ≠ 0

由于一组解 (𝑥0, 𝑦0)可以传递到一组解 (𝑋0, 𝑌0)，由 Pell方程的特性可知有无数组解 (𝑋𝑛, 𝑌𝑛)，此时关键在于如何
传递回去。容易发现 𝑥2 − 𝐷𝑦2 = 1有无数组解 𝑇𝑛 +𝑈𝑛

√
𝐷 满足

𝑇𝑛 ≡ 1(mod2𝑎𝐷2),𝑈𝑛 ≡ 0(mod2𝑎𝐷2)

此时上述 Pell方程的无穷个解为

𝑋𝑛 + 𝑌𝑛
√
𝐷 = (𝑋0 + 𝑌0

√
𝐷)(𝑇𝑛 +𝑈𝑛

√
𝐷)

结合两个等式，计算可得 
𝑋0𝑇𝑛 + 𝑌0𝑈𝑛𝐷 = 2𝑎𝐷𝑥 + 𝑏𝐷𝑦 + 𝑑𝐷

𝑋0𝑈𝑛 + 𝑌0𝑇𝑛 = 𝐷𝑦 − 2𝑎𝑒 + 𝑏𝑑

对 2𝑎𝐷2取模可得 
2𝑎𝐷 (𝑥 − 𝑥0)+ 𝑏𝐷 (𝑦 − 𝑦0) ≡ 0(mod2𝑎𝐷2)

𝐷 (𝑦 − 𝑦0) ≡ 0(mod2𝑎𝐷2)

从而有

𝑥 = 𝑥0 + 𝐷𝑘2 − 𝑏𝐷𝑘1, 𝑦 = 𝑦0 + 2𝑎𝐷𝑘1, 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z

(2)正向验算是简单的
𝑥2 + 𝑦2 = (2𝑚𝑛)2 + (𝑚2 − 𝑛2)2 = (𝑚2 + 𝑛2) = 𝑧2

所以我们主要要说明解都是上面的形式，设 𝑥, 𝑦, 𝑧是一组解，由于 2 | 𝑥是偶数且 (𝑥, 𝑦) = 1，故 𝑦, 𝑧均是奇数，从
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而 𝑧−𝑦
2 , 𝑧+𝑦2 是整数，注意到

𝑧 − 𝑦
2

𝑧 + 𝑦
2

=
𝑧2 − 𝑦2

4
= ( 𝑥

2
)2

且有 ( 𝑧−𝑦2 , 𝑧+𝑦2 ) = 1，故它俩都是平方数，从而存在 𝑚 > 𝑛 > 0使得
𝑧 + 𝑦

2
= 𝑚2,

𝑧 − 𝑦
2

= 𝑛2, 𝑥 = 2𝑚𝑛

化简即可得到我们想要的结果

𝑥 = 2𝑚𝑛, 𝑦 = 𝑚2 − 𝑛2, 𝑧 = 𝑚2 + 𝑛2, 𝑚 > 𝑛 > 0, (𝑚, 𝑛) = 1

(3)这是希尔伯特符号 (Hilbert symbol)，详细可以参考这本书 [48]的 2.3和 2.6节，我们就不讨论了。

三次不定方程

显然连二次不定方程都还没有完全搞懂，我们又怎么敢去挑战三次不定方程，当然敢啦，反正我们又不会

去讨论所有的情况，而是像 Pell方程一样，十分特殊的下面这种情况 (可以称其为Mordell方程)

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑘, 𝑘 ∈ Z

其实使用瞪眼法可知，当 𝑘 = 0时，方程仅有解 (𝑥, 𝑦) = (0, 0), (1, 1), (1,−1)；当 𝐾 ≠ 0时，其是一个椭圆曲
线，根据 Siegel定理可知整数解的个数是有限的 (有没有其实并不确定)，不过我们还是决定用初等数论的方法
处理一些特殊情况。

定理 7.6 (Mordell方程)

♡

设二元三次Mordell方程为
𝑦2 = 𝑥3 + 𝑛, 𝑛 ∈ Z

则在 𝑛满足下面任一条件下，方程没有整数解

(1)𝑛 = (4𝑏 − 1)3 − 4𝑎2, 𝑝 | 𝑎 ⇒ 𝑝 . 3(mod4)
(2)𝑛 = (4𝑏 + 2)3 − (2𝑎 + 1)2, 𝑝 | 2𝑎 + 1⇒ 𝑝 . 3(mod4)
(3)𝑛 = 2𝑏2 − 𝑎3, 𝑎 ≡ 2, 4(mod8), 𝑏 ≡ 1(mod2), 𝑝 | 𝑏 ⇒ 𝑝 . ±3(mod8)
(4)𝑛 = −𝑎3 − 2𝑏2, 𝑎 ≡ 4(mod8), 𝑏 ≡ 1(mod2), 𝑝 | 𝑏 ⇒ 𝑝 . 5, 7(mod8)
(5)𝑛 = 3𝑏2 − 𝑎3, 𝑎 ≡ 1(mod4), 𝑏 ≡ ±2(mod6), 𝑝 | 𝑏 ⇒ 𝑝 . ±5(mod12)

我就直说，上面这些都是用同余法推出了的，可以看到越后面约束越多，所以同余法终究是无法到达最后

结果的。但我们可以借助代数数论的方法来得到解的可能结构，从而在一定条件下进行枚举，进而搞清Mordell
方程所有的解，而不仅只是停留于没有整数解的阶段。

定理 7.7

♡

设二元三次Mordell方程为
𝑦2 = 𝑥3 + 𝑘, 𝑘 ∈ Z

(1)若 𝑘 < −1无平方因子，𝑘 ≡ 2, 3(mod4)，Q(
√
𝑘)的类数为 ℎ且 3 ∤ ℎ，则方程的解满足

𝑥 = 𝑎2 − 𝑘, 𝑘 = ±1 − 3𝑎2, 𝑎 ∈ Z

(2)若 𝑘 > 1无平方因子，𝑘 ≡ 2, 3(mod4)，Q(
√
𝑘)的类数为 ℎ且 3 ∤ ℎ，设 𝑢2− 𝑘𝑣2 = 1的基本解为 𝑥0 + 𝑦0

√
𝑘，

若原方程有整数解，则有等式

𝑥0 (3𝑎2𝑏 + 𝑘𝑏3) ± 𝑦0 (𝑎2 + 3𝑘𝑎𝑏2) = 1, 𝑎, 𝑏 ∈ Z

(3)若 𝑘 < 0无平方因子，𝑘 ≠ −7, 𝑘 ≡ 1(mod8)，Q(
√
𝑘) 的类数为 ℎ = 3，𝑘 = −𝑎2 − 𝑏2, 𝑏 ≡ 2, 3(mod4), 𝑝 |

𝑎 ⇒ 𝑝 . 3(mod4)，则方程没有整数解。
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证明 由于上述结论证法都是类似的，即在分式理想环中考虑素理想，就像在整数中考虑素数一样，而且我们在

前面证明 Kummer定理其一时也使用了类似的思想，所以我们就只证明 (1)来让读者稍微回想一下理想唯一分解
的感觉。由条件可知，2 ∤ 𝑥，从而可以得到理想方程为

(𝑦 +
√
𝑘)(𝑦 −

√
𝑘) = (𝑥)3

我们记 𝐾 = Q(
√
𝑘)，则 𝑦 +

√
𝑘, 𝑦 −

√
𝑘 ∈ 𝑂𝐾 是代数整数，设它们的公因数为 𝑑 = (𝑦 +

√
𝑘, 𝑦 −

√
𝑘)，则有

𝑑 | ( (𝑦 +
√
𝑘) + (𝑦 −

√
𝑘), (𝑦 +

√
𝑘) − (𝑦 −

√
𝑘)) = (2𝑦,−2

√
𝑘) = 2(𝑦,−

√
𝑘)

此时必有 (𝑦,−
√
𝑘) = 1，否则有 𝑁 (𝑎) > 1, 𝑎 | (𝑦,−

√
𝑘), 𝑎 ∈ 𝑂𝐾，即有 𝑦 = 𝑎𝑏1,−

√
𝑘 = 𝑎𝑏2, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑂𝐾，取范以后

为 𝑦2 = 𝑁 (𝑎)𝑁 (𝑏1),−𝑘 = 𝑁 (𝑎)𝑁 (𝑏2)。由于 𝑁 (𝑎) > 1，故存在 𝑝 | 𝑦2, 𝑝 | 𝑘，于是 𝑝 | 𝑥，进而 𝑝2 | 𝑘，矛盾，故
(𝑦,−
√
𝑘) = 1成立，于是我们有

𝑑 | 2(𝑦,−
√
𝑘) ⇒ 𝑑 | 2

当 𝐾 = Q(
√
−2)时 2有分解 2 =

√
−2(−

√
−2)，在 𝐾 ≠ Q(

√
−2)时 2是 𝐾 的不可约元，因此若 𝑑 ≠ 1，则只存在两

种情况 𝑑 = 2或 𝑑 =
√
−2。但无论如何均有 2 | 𝑦2 − 𝑘 = 𝑥3，与 2 ∤ 𝑥矛盾，从而只能有

𝑑 = 1⇒ (𝑦 +
√
𝑘, 𝑦 −

√
𝑘) = 1

又由于单位群为𝑈𝐾 = {−1, 1}，故由代数整数环 𝑂𝐾 的素理想唯一分解定理可得

𝑦 +
√
𝑘 = (𝑎 + 𝑏

√
𝑘)3, 𝑦 −

√
𝑘 = (𝑎 − 𝑏

√
𝑘)3, 𝑥 = 𝑎2 − 𝑘𝑏2

我们消去一个未知数可得 𝑏(3𝑎2 + 𝑘𝑏2) = 1，从而 𝑏 = ±1，即有

𝑥 = 𝑎2 − 𝑘, 𝑘 = ±1 − 3𝑎2, 𝑎 ∈ Z

利用这些定理，我们可以轻松地求出各种不定方程的整数解，例如 𝑦2 + 2 = 𝑥3的整数解为

−2 = 1 − 3 × 12, 𝑥 = 12 − (−2) = 3, 𝑦 = ±
√

33 − 2 = ±5

方程 𝑦2 + 13 = 𝑥3的整数解为

−13 = −1 − 3 × 22, 𝑥 = 22 − (−13) = 17, 𝑦 = ±
√

173 − 13 = ±70

方程 𝑦2 = 𝑥3 + 34, 𝑦2 = 𝑥3 − 31没有整数解等等。就像前面的 Pell方程一样，我们同样可以给出一个估计的
区间来辅助你枚举出解的上界

max( |𝑥 |, |𝑦 |) < 𝑒1010 |𝑘 |104

虽然这个上界大得离谱，但至少意味着，我们可以在有限的步骤内枚举出Mordell方程的所有整数解。这节
的最后，我们同样地来说一些零碎的结论。

定理 7.8

♡

(1)不定方程
𝑎𝑥3 + 𝑎𝑦3 + 𝑏𝑧3 = 𝑏𝑐3, 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0

除了平凡解 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝑐外，还有无穷多组整数解。
(2)不定方程

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑤3 = 𝑛

如果有一组解使得 −(𝑥 + 𝑦)(𝑧 + 𝑤) > 0不是平方数且 𝑥 ≠ 𝑦, 𝑧 ≠ 𝑤，则方程有无数组解。

证明 (1)对此我们做代换 (𝑥, 𝑦, 𝑧) → (𝑢, 𝑣, 𝑡) 如下

𝑧 = 𝑐 + 𝑡 (𝑥 + 𝑦), 𝑥 + 𝑦 = 𝑢, 𝑥 − 𝑦 = 𝑣
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7.1 不定方程

带入化简可得

(𝑎 + 4𝑏𝑡3)𝑢2 + 12𝑏𝑐𝑡2𝑢 + 12𝑏𝑐2𝑡 + 3𝑎𝑣2 = 0

这里的 𝑡, 𝑢, 𝑣都是变元，我们不妨先假设 𝑡 = −𝑎𝑏𝑘2, 𝑘 ≠ 0的形式存在，则方程变成了一个二元二次不定方程，计
算有

𝐷 = 0 − 12𝑎(𝑎 − 4𝑎3𝑏4𝑘6) = 12𝑎2 (4𝑎2𝑏4𝑘6 − 1) > 0,Δ = 144𝑎𝑏𝑐2𝑡 (𝑎 + 𝑏𝑡3) ≠ 0

通过限制 𝑘 = 3𝑠, 𝑠 = 1, 2, ..., 𝑎 + 𝑏𝑡3 ≠ 0，可知存在 𝑘，进而存在 𝑡，使得上述不定方程有无数组 𝑢, 𝑣 解。设

𝑎 = 2𝛼𝑎0, 2 ∤ 𝑎0，此时同样能找到 2𝛼+1 | 𝑡，于是可得

𝑎𝑢2 ≡ −3𝑎𝑣2 (mod2𝛼+1)

化简可得

𝑢 ≡ 𝑣(mod2)

因此我们可以找到无数组整数解

𝑥 =
𝑢 + 𝑣

2
, 𝑦 =

𝑢 − 𝑣
2

, 𝑧 = 𝑐 + 𝑡𝑢

(2)设存在的一组解为 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑤0，并做变换

𝑥 = 𝑥0 + 𝑋, 𝑦 = 𝑦0 − 𝑋, 𝑧 = 𝑧0 + 𝑌, 𝑤 = 𝑤0 − 𝑌

于是可得方程

(𝑎 + 𝑏)𝑋2 + (𝑎2 − 𝑏2)𝑋 + (𝑐 + 𝑑)𝑌2 + (𝑐2 − 𝑑2)𝑌 = 0

同样我们视为一个二元二次不定方程，计算有

𝐷 = −(𝑎 + 𝑏) (𝑐 + 𝑑) > 0,Δ = −(𝑎 + 𝑏) (𝑐 + 𝑑) ((𝑐 + 𝑑) (𝑐 − 𝑑)2 + (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)2) ≠ 0

从而我们有无穷多组解 𝑋,𝑌，进而原方程有无穷多组解。

我们看到了 Pell方程在证明中所起到的作用是无穷无尽的，这也是为什么我们在前面把 Pell方程作为主要
的探究对象。读者应该还注意到了，所谓无穷解并无需说明它的所有解有无穷个，而是部分解有无穷个，例如

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0有无穷个解，我们同样可以进行某种限制 𝑔(𝑧) = 0，来说明在这个条件下 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0依旧有无穷
个解，或更直接点对某个 𝑧0 ∈ Z, 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧0) = 0有无穷个解，这样做的好处，无非就是我们曾反复提过的，条件
更多了，更好操控了。既然，二元二次不定方程这么好用，我们是否也要讨论一下像下面这样的二元三次不定方

程

𝑒𝑦2 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 (𝑎 ≠ 0), 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2𝑦 + 𝑐𝑥𝑦2 + 𝑑𝑦3 = 0

前者本质属于椭圆曲线的研究，使用初等方法讨论有些吃力不讨好，不过椭圆曲线的化简理论也说明了它

有着最简式 𝑢2 = 𝑣3 − 𝑔2𝑣 − 𝑔3，当 𝑔2 = 0时就是Mordell方程，不过就算 𝑔2 ≠ 0也没什么有趣的结论，无非就是
之前所说的椭圆曲线整点个数有限的结论，又或者是些十分具体的例子。例如，椭圆曲线 6𝑦2 = 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)
的所有整点为

(𝑥, 𝑦) = (0, 0), (−1, 0), (1,±1), (24,±70)

椭圆曲线 𝑦(𝑦 + 1) = 𝑥(𝑥 + 1) (𝑥 + 2)的所有整点为

𝑥 = −1,−2, 0, 1, 5

椭圆曲线 6𝑦2 = (𝑥 + 1) (𝑥2 − 𝑥 + 6)的所有整点为

𝑥 = −1, 0, 2, 7, 15, 74, 767
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7.1 不定方程

好了好了，我们不列了。对于后面的齐次方程，有些比较奇怪的结论，就不说出来污染你的眼睛了，对于三

次我们就止步于此了，更何况二次都还没完全搞懂，又怎么能高瞻远瞩呢？你说是吧。

四次不定方程

到了四次，我们基本就找不到能叫出名字的方程了，初等方法也快筋疲力竭了，其迫切地要我们找到一个

新的方法，或许它是算术代数几何，但我们还不能脱离框架，还是得硬生生地拿出著名的几个结果来。

定理 7.9

♡

(1)不定方程
𝑥4 + 𝑦4 = 𝑧2

没有满足 𝑥𝑦 ≠ 0的整数解。
(2)不定方程

𝑥4 − 𝑦4 = 𝑧2, (𝑥, 𝑦) = 1

没有满足 𝑥𝑦𝑧 ≠ 0的整数解。
(3)不定方程

𝑥4 − 6𝑥2𝑦2 + 𝑦4 = 𝑧2, (𝑥, 𝑦) = 1

没有满足 𝑥𝑦 ≠ 0的整数解。
(4)不定方程

𝑦2 = 5𝑥4 + 1

仅有解 𝑥 = 0,±2
𝑦2 = 5𝑥4 − 1

仅有解 𝑥 = ±1
𝑦2 = 5𝑥4 + 4

仅有解 𝑥 = 0,±1,±12
𝑦2 = 5𝑥4 − 4

仅有解 𝑥 = ±1。

证明 (1)我们假设有一组解 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, (𝑥, 𝑦) = 1且 𝑧是解中最小的，由 mod4，我们可以假定 2 ∤ 𝑥, 2 | 𝑦，
由之前讨论的勾股方程可知

𝑥2 = 𝑎2 − 𝑏2, 𝑦2 = 2𝑎𝑏, 𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2, 𝑎, 𝑏 ∈ Z

更进一步，我们可以设 2 ∤ 𝑎, 2 | 𝑏，并对 𝑥2 + 𝑏2 = 𝑎2应用勾股方程可得

𝑥 = 𝑝2 − 𝑞2, 𝑏 = 2𝑝𝑞, 𝑎 = 𝑝2 + 𝑞2, 𝑝, 𝑞 ∈ Z

在此基础上，我们看另一个方程

𝑦2 = 2𝑎𝑏 = 4𝑝𝑞(𝑝2 + 𝑞2)

由于 (𝑝, 𝑝2 + 𝑞2) = (𝑞, 𝑝2 + 𝑞2) = 1，故由算术基本定理可得

𝑝 = 𝑟2, 𝑞 = 𝑠2, 𝑝2 + 𝑞2 = 𝑧20

从而我们有一组新的解

𝑟4 + 𝑠4 = 𝑝2 + 𝑞2 = 𝑧20

但 𝑧0 < 𝑧与最小性矛盾了，从而原方程无满足 𝑥𝑦 ≠ 0的整数解。
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7.1 不定方程

(2)方法与 (1)是一样的，不讲了。
(3)我们假设 𝑥 > 𝑦 > 0，并将原方程化为

(𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧)(𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧) = 4𝑥2𝑦2

设 (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧, 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧)，则有
𝑑 | (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧) − (𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧) = 2𝑧

继续借助奇偶关系可得，2 ∤ 𝑥, 2 | 𝑦或 2 | 𝑥, 2 ∤ 𝑦，不论如何均有 2 ∤ 𝑧。假设 𝑝 | 𝑑 是一个奇素数，则有 𝑝 | 𝑧，由
𝑝 | 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧可得 𝑝 | 𝑥𝑦，于是由 𝑝 | 𝑥2 − 𝑦2 可得 𝑝 | 𝑥, 𝑝 | 𝑦，这与 (𝑥, 𝑦) = 1矛盾，从而 (𝑑, 𝑧) = 1，即 𝑑 = 2。
因此我们由唯一分解定理可得

𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧 = 2𝑎2, 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 = 2𝑏2, 𝑥𝑦 = 𝑎𝑏, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, (𝑎, 𝑏) = 1

从而得到

(𝑥2 + 𝑦2)2 = 𝑎4 + 6𝑎2𝑏2 + 𝑏4, 𝑎𝑏 ≠ 0

对方程 𝑥4 + 6𝑥2𝑦2 + 𝑦4 = 𝑧2做变换 𝑥 = 𝑢 + 𝑣, 𝑦 = 𝑢 − 𝑣, (𝑥, 𝑦) = 1，则方程形式不变

𝑢4 + 6𝑢2𝑣2 + 𝑣4 = 𝑧2

它们形成了解 (𝑥, 𝑦) ↔ (𝑢, 𝑣) 的一一对应，故方程仅有解 (𝑥, 𝑦) = (±1, 0) 或 (𝑥, 𝑦) = (0,±1)，没有 𝑥𝑦 ≠ 0的解，
矛盾。

(4)我们就看第一个后面都是一样的，Pell方程 𝑢2 − 5𝑣2 = 1的基本解为 𝜀 = 9 + 4
√

5，故分解给出

𝑦 + 𝑥2√5 = (9 + 4
√

5)𝑛 = ( 1 +
√

5
2
)6𝑛, 𝑦 − 𝑥2√5 = ( 1 −

√
5

2
)6𝑛

于是我们有

2𝑥2 =
( 1+
√

5
2 )6𝑛 − (

1−
√

5
2 )6𝑛√

5
= 𝐹6𝑛

这里的 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, 𝐹1 = 𝐹2 = 1是斐波那契数列，根据斐波那契数列分布规律

𝐹𝑛 = 2𝑥2 ⇒ 𝑛 = 0,±3, 6, 𝑥 = 0,±1,±2

可知原方程仅有整数解 𝑥 = 0,±2。
实际上，四次不定方程中最爱讨论的是类似于 Pell方程的一些例子，比如 𝑎2𝑋4−𝑑𝑌2 = 𝑀或 𝑋2−𝑑𝑎2𝑌4 = 𝑀，

它们均是 Pell方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑀 中带入平方因子项 𝑥 = 𝑎𝑋2或 𝑦 = 𝑎𝑌2后的结果。另一个是与我们前面所讲过的

𝑥4 + 𝑘𝑥2𝑦2 + 𝑦4 = 𝑧2, 𝑥𝑦 ≠ 0的类齐次方程和更一般的齐次方程 𝑎𝑥4 + 𝑏𝑦4 + 𝑐𝑧4 = 𝑑𝑤4, 𝑎𝑏𝑐𝑑 ≠ 0，或许这些玩意我
们怎么也研究不完，但正是如此，我们才能在数学里不断地寻找乐趣，来使一生变得充实。

不水次数了

我来稍微说句实话吧，不定方程其实没啥好讲的，对于通论其实本质内容不多，介绍一下初等方法、再介绍

一下像代数数论那样稍微进阶一些的方法、最后配上一个研究成果丰富且还有开放问题的 Pell型方程就基本差
不多了，剩下的干什么呢？就是不断地收集各种具体方程的解法，仅此而已 (注：目前并未发现有大量收集不定
方程的工具书 handbook或收录集 collection)。比如我所看到的两本比较有代表性的书，[2]就是使用和我所说的
类似的结构，而 [10]则是把代数数论的方法发挥到了极致讨论了各种次数的代数域。所以，关键在于，哪些不
定方程值得出来说道一番，值得被挑选出来？以我的观点来看，是那些解决方法具有深刻内涵的方程，比如费马

大定理和 Pell方程，又或者是十分流行的有很多人研究的方程，比如由埃及分数引出来的 Erdős–Straus猜想......
在这一节中，我们将讨论，我们没有讨论过的且我觉得比较有趣的方程，这纯属个人兴趣。
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7.2 代数曲线

命题 7.1

♠

(1)不定方程
𝑥𝑚 − 𝑦𝑛 = 1, 𝑚 > 1, 𝑛 > 1

没有 𝑚 = 2, 𝑥 = 3, 𝑦 = 2, 𝑛 = 3以外地正整数解。
(2)如果

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2, 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐𝑧

则有 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 2。
(3)不定方程

𝑥2 + 7 = 2𝑛

仅有以下五组解

(𝑥, 𝑛) = (1, 3), (3, 4), (5, 5), (11, 7), (181, 15)

(4)不定方程
𝑥2 = 2𝑦4 − 1

仅有以下两组解

(𝑥, 𝑦) = (1, 1), (239, 13)

(5)设 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 , 𝑛 > 2是整系数不可约多项式，则不定方程

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑦𝑛−𝑖 = 𝑐, 𝑐 ∈ Z

仅有有限个整数解 (𝑥, 𝑦)。

命题 7.2 (Erdős–Straus猜想)

♠

不定方程
4
𝑛
=

1
𝑥
+ 1
𝑦
+ 1
𝑧

对所有地 𝑛 > 1都有正整数解。

7.2 代数曲线
前面一节只能说是引入，来告诉你有不定方程这么一回事，再告诉你一些常规的初等解法，而不定方程发

生实质性改变的，果然还是代数几何中的有理点问题，或者称为算术代数几何。而在算术代数几何中，理论较为

完整的就是代数曲线了，所以这也是我们将讨论的重点，所谓代数曲线指一维代数簇，而代数簇又是指某种性

质的概形，我想你大概也不可能去看现代代数几何的书籍，又或者去看我上次写的总结性文章 [45]，因此，我们
决定采用最传统的定义方式，所谓域 𝑘 上的代数曲线指

𝐸 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘2 | 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0} ∪ {∞}, 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘 [𝑥, 𝑦]

这里包含了两方面的约化，一是代数曲线的嵌入定理，二是射影方程与仿射方程的转化，前者是跳过代数

几何的核心故省略，后者则是无穷远点的由来，实际上对任意一个代数曲线，我们都有齐次转化的方法

𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑥
𝑎𝑖 𝑦𝑏𝑖 = 0→

𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖 (
𝑥

𝑧
)𝑎𝑖 ( 𝑦

𝑧
)𝑏𝑖 = 0

78



7.2 代数曲线

这样做可以使得在射影方程零点中自带上无穷远点 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑎, 𝑏, 0)，而我们最开始给出的也叫做仿射方
程，从研究的便利性来看，我们通常都是使用仿射方程并心里默认它有一个无穷远点。代数曲线的点 (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐸
是奇点指它满足

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
| (𝑥,𝑦)=(𝑥0 ,𝑦0 ) = 0,

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
| (𝑥,𝑦)=(𝑥0 ,𝑦0 ) = 0

没有奇点的代数曲线称为光滑的，设曲线的奇点个数为 𝛿，定义方程 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0的次数为 𝑑，我们就能计算

出代数曲线的亏格为

𝑔 =
(𝑑 − 1) (𝑑 − 2)

2
− 𝛿

在我们当前的讨论语境下，可以直接视其为亏格的定义。对于代数曲线，读者知道了上面的内容，我觉得就

差不多了。

有理数解与整数解的界线

在正式内容开始前，我们必需理解有理点和整数点的区别，其实要讲的东西并不多，无非就是几个关键点。第

一，齐次方程的有理数解与整数解等价，这个其实毫无疑问，无非就是分母的扩大与缩小；第二，齐次方程的整数

解等价于对应仿射方程的有理解，这个其实就是我们之前射影方程与仿射方程的转化过程；仿射方程 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0
的整数解与有理解是两个问题，且后者的难度更大。在这一节中我们先讨论相对简单的整数解问题，其对应着

Siegel定理，而有理解对应着Mordell-Weil定理和 Faltings定理，这是我们后面两部分讨论的重点。这节的主要
内容均来自 [16]，其给出了我们这三个核心定理的证明。亏格 𝑔 ∈ N是代数曲线很好的一个分类方式，唯一恼人
的点是那个计算式中的奇点 𝛿，它使得我们的曲线可能有无穷多种情况，好在代数曲线的奇点消解已经是一个被

解决的问题：每个代数曲线都双有理等价于一个光滑代数曲线。双有理等价并不一定是一个双射，而是可以来

回抵消的有理映射，它只能保持有理点，不能保持整点，但这又何妨呢？反正亏格 𝑔 ≥ 2时的整点问题可以直接
被 Faltings定理取代，一切的特殊与巧合都发生在 𝑔 = 1的椭圆曲线上，那 𝑔 = 0的代数曲线呢？此时我们可以
得到 𝑑 = 1或 𝑑 = 2，前者是完全清楚的一次不定方程，后者由于我们假设了光滑的条件，其就是我们之前所证
明的定理 7.5(1)，即 𝑔 = 0的代数曲线上要么没有整点要么有无穷多个整点，并且将整点替换为有理点也是一样
的，故我们实际只需探讨 𝑔 ≥ 1的情况。

𝑔 = 0⇒ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0

由于整数环 Z不是一个域，所以我们有必要引入一些其它的术语来描述曲线 𝐸 的 𝐾-点问题。设 𝐾/Q是数
域，𝑀𝐾 是 𝐾 的所有素点构成的集合，𝑆 ⊂ 𝑀𝐾 是包含阿基米德素点的有限集，𝐾 的 S-整环为

𝐾𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐾 | |𝑥 |𝑝 ≤ 1,∀𝑝 ∈ 𝑀𝐾 − 𝑆}, 𝑠 = |𝑆 |

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾2 | 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0, 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾 [𝑥, 𝑦]}是光滑代数曲线，𝐾 (𝐶) = Frac(𝐾 [𝑥, 𝑦]/( 𝑓 (𝑥, 𝑦))) 为坐标环
的分式域，即代数曲线上的有理多项式环，𝐶 (𝐾) = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾2 | (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶}表示代数曲线的 K-点，于是要证明
的定理为

定理 7.10 (Siegel)

♡

若代数曲线 𝐶 的亏格满足 𝑔 ≥ 1，则

∀ 𝑓 ∈ 𝐾 (𝐶)非常数, {𝑃 ∈ 𝐶 (𝐾) | 𝑓 (𝑃) ∈ 𝐾𝑆}

是有限集。

对于上面的定理你可能觉得有点懵，所以我们把它简化一下，取 𝐾 = Q, 𝑆 = {∞}，|𝑣 |𝑝 ≤ 1表示 p-进绝对值
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小等一，即 p-进赋值大等零，故每个素因子的指数大等零，即 𝐾𝑆 = Q{2,3,5,7,11,...} = 𝑂Q = Z，𝐶 (Q) 表示代数曲
线的有理点，再取 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦，故定理给出 {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 | 𝑥 ∈ Z}和 {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶 | 𝑦 ∈ Z}是有限集，从
而代数曲线上的整点是有限的，我们所给的定理其实更强一些。对任意一点 𝑃 ∈ 𝐾2，我们定义它的高度为

𝐻𝐾 (𝑃) =
∏
𝑝∈𝑀𝐾

max{|𝑥0 |𝑝 , |𝑥 |𝑝 , |𝑦 |𝑝}, 𝑃 = ( 𝑥
𝑥0
,
𝑦

𝑥0
), 𝑥0, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑂𝐾 , (𝑥, 𝑥0) = (𝑦, 𝑦0) = 1

高度理论是一个内容十分丰富的理论，它还能用来解决 Mordell-Weil定理，一时半伙我们是搞不定的，对
于里面的大量性质，我就只能默认读者是知道的了，实在搞不懂的话，就找一些像“An Introduction to Height
Function”之类标题的讲义，还不行的话就去看椭圆曲线相关的书籍吧。通过之前在估计中讲过的“Roth定理”
和“高度理论”，我们就能得到证明所需要的一个核心估计定理。

定理 7.11

♡

设 𝑡 ∈ 𝐾 (𝐶)是在 𝑓 (上一个定理中“∀ 𝑓 ∈ 𝐾 (𝐶)非常数”的 𝑓 )的极点和零点处均非分歧的有理函数，则对
任意的正数 𝜌 > 0存在常数 𝑐 = 𝑐( 𝑓 , 𝑡, 𝐶, 𝜌, 𝑆) > 0满足∏

𝑝∈𝑆
min{| 𝑓 (𝑃) |𝑝 , 1} ≥

𝑐

𝐻𝐾 (𝑡 (𝑃))𝜌

你说证明？说到底，我只想讨论有理点问题，这部分内容巴不得快点跳过，奈何它在同一个体系下，所以不

得不提一嘴，既然要证明的话，我们就用上面这个估计定理来轻松推出 Siegel好了，这也算是一种证明，难道不
是吗？

证明 我们假设 {𝑃 ∈ 𝐶 (𝐾) | 𝑓 (𝑃) ∈ 𝐾𝑆}是无限集，使用反证法。我们设 𝑡 ∈ 𝐾 (𝐶)是满足上面估计定理条件的有
理函数，并且选定常数为

𝜌 =
deg 𝑓
2 deg 𝑡

由于 1
𝑓 与 𝑓 的极零点情况一致，我们可以对其同样运用定理可得

∃𝑐1 > 0,
∏
𝑝∈𝑆

min{| 1
𝑓 (𝑃) |𝑝 , 1} ≥

𝑐1

𝐻𝐾 (𝑡 (𝑃))𝜌

通过代数化简可得

𝐻𝐾 (𝑡 (𝑃))𝜌 ≥ 𝑐1
∏
𝑝∈𝑆

max{| 𝑓 (𝑃) |𝑝 , 1}
𝑓 (𝑃) ∈𝑅𝑆= 𝑐1

∏
𝑝∈𝑀𝐾

max{| 𝑓 (𝑃) |𝑝 , 1} = 𝑐1𝐻𝐾 ( 𝑓 (𝑃))

定义 ℎ = ln𝐻𝐾，并对上面不等式取对数可得

𝜌ℎ(𝑡 (𝑃)) ≥ ℎ( 𝑓 (𝑃)) − 𝑐2,∀𝑃 ∈ 𝐶 (𝐾), 𝑓 (𝑃) ∈ 𝑅𝑆

考虑 𝜌的定义可得
deg 𝑓
2 deg 𝑡

≥ ℎ( 𝑓 (𝑃))
ℎ(𝑡 (𝑃)) −

𝑐2

ℎ(𝑡 (𝑃))

由于 𝑃 ∈ 𝐶 (𝐾), 𝑓 (𝑃) ∈ 𝑅𝑆 有无限个点，我们令 ℎ(𝑡 (𝑃)) → ∞则有
deg 𝑓
2 deg 𝑡

≥ lim
𝑃∈𝐶 (𝐾 )

ℎ (𝑡 (𝑃) )→∞

ℎ( 𝑓 (𝑃))
ℎ(𝑡 (𝑃)) − 0 =

deg 𝑓
deg 𝑡

矛盾，从而定理得证。

上面证明中，除了极限 lim 𝑃∈𝐶 (𝐾 )
ℎ (𝑡 (𝑃) )→∞

ℎ ( 𝑓 (𝑃) )
ℎ (𝑡 (𝑃) ) = deg 𝑓

deg 𝑡 是高度理论的结果外，其余的都是基本的代数和极限内

容，如果你为这个证明感到惊讶的话，大概率是因为上面的高度估计定理过于奇妙了。
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椭圆曲线与Mordell-Weil定理

整点问题就那么点，𝑔 ≥ 1时都是有限个，稍微复杂点的是有理点问题，其要根据亏格分 𝑔 = 1和 𝑔 > 1两
种情况讨论，而其中 𝑔 = 1最为复杂，这也是为什么椭圆曲线在代数曲线中几乎具有统治性的地位。

定理 7.12 (Mordell-Weil定理)

♡
设 𝐴是数域 𝐾 上的阿贝尔簇，𝐴(𝐾)表示 𝐴的 K-点，则 𝐴(𝐾) 是有限生成交换群。

这里多了一个阿贝尔簇的概念，它表示同时是代数群的射影簇，它可以自带附上光滑交换的条件，我们不

需要这么复杂的结果，考虑最朴实的有理数域 𝐾 = Q和椭圆曲线 𝐸 : 𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵, 𝐴, 𝐵 ∈ Z，即一维阿贝尔簇
就足够了。至于椭圆曲线 𝐸 上的交换群结构主要指 {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾2 ∈ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0} ∪ {∞}上的群结构，其中 𝑓 (𝑥, 𝑦)
是三次不可约多项式，但这不属于Mordell-Weil定理，而是来自参数化

𝐸 : 𝑦2 = 4𝑥3 − 𝑔2 (𝜏)𝑥 − 𝑔3 (𝜏), (𝑥, 𝑦) = (C (𝑧),C ′ (𝑧)),C (𝑧) = 𝑧−2 +
∞∑
𝑚=1
(2𝑚 + 1)𝐺2𝑚+2 (𝜏)𝑧2𝑚, 𝐸 ↔ C/Λ(𝜏)

其将椭圆曲线上的某种加法运算 (即连线的第三交点关于 y的对称点)变成了复平面 C上某块平行四边形上
的复数加法

C (𝑧1 + 𝑧2) =
1
4
(C
′ (𝑧1) − C ′ (𝑧2)

C (𝑧1) − C (𝑧2)
)2 − C (𝑧1) − C (𝑧2)

从式子很容易看出，椭圆曲线上的加法是保持有理数的，实际也可以联立方程使用韦达定理来推导，因此

Mordell-Weil定理主要证明“有限生成”这个结论，而“有限生成”这个结论主要由下面的证明原理来完成。

定理 7.13 (下降定理)

♡

设 𝐺 交换群，𝑞 : 𝐺 → R是一个二次型，满足集合

∀𝐶, {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑞(𝑥) ≤ 𝐶}

是有限集。如果存在 𝑚 ≥ 2使得 𝐺/𝑚𝐺 是有限的，则 𝐺 是有限生成的。

注我们稍微解释一下什么叫做交换群 𝐺 上的二次型 𝑞 : 𝐺 → R，前后两个集合的运算并不兼容，因此我们只能
通过性质来进行定义。设 𝐴, 𝐵都是交换群，如果映射 𝑞 : 𝐴→ 𝐵满足

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑞(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) − 𝑞(𝑥 + 𝑦) − 𝑞(𝑦 + 𝑧) − 𝑞(𝑧 + 𝑥) + 𝑞(𝑥) + 𝑞(𝑦) + 𝑞(𝑧) = 0, 𝑞(−𝑥) = 𝑞(𝑥)

则称 𝑞 是一个二次型。如果去掉后面偶函数的条件，则称为二次函数，因此此处其实有齐二次的含义。在实际

运用的时候我们会使用一个更强的条件，即平行四边形法则

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑞(𝑥 + 𝑦) + 𝑞(𝑥 − 𝑦) = 2𝑞(𝑥) + 2𝑞(𝑦)

它能推出上面二次型的条件，并且此时我们能定义一个双线性函数

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑞(𝑥 + 𝑦) − 𝑞(𝑥) − 𝑞(𝑦)
2

, ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 𝑞(𝑥)

从而与线性代数中的二次型进行了成功的对接，所以我们以后采用平行四边形法则来作为二次型的定义。二次

型有些简单的性质，我们后面要用到

𝑞(𝑥 + 𝑥) + 𝑞(𝑥 − 𝑥) = 2𝑞(𝑥) + 2𝑞(𝑥) ⇒ 𝑞(2𝑥) = 22𝑞(𝑥) ⇒ 𝑞(𝑚𝑥) = 𝑚2𝑞(𝑥)

证明 由已知，我们设𝐺/𝑚𝐺 = {[𝑔1], ..., [𝑔𝑠]}, 𝑔𝑖 ∈ 𝐺。若存在 𝑔 ∈ 𝐺使得 𝑞(𝑔) < 0，则有 𝑞(𝑘𝑔) = 𝑘2𝑞(𝑔) < 0, 𝑘 =

1, 2, ...。若 𝑔是无限阶元，则 {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑞(𝑥) ≤ 0}是无限集，矛盾；若 𝑔是有限阶元，则存在 𝑘 使得 𝑘𝑔 = 0进而
𝑞(𝑘𝑔) = 𝑞(0) = 0，矛盾，因此 ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑞(𝑔) ≥ 0，此时我们定义

|𝑥 | =
√
𝑞(𝑥), 𝑐0 = max

1≤𝑖≤𝑠
|𝑔𝑖 |, 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐺 | |𝑥 | ≤ 𝑐0}

我们来证明 𝐺 由集合 𝑆有限生成，即 𝐺 = ⟨𝑆⟩。
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任取 𝑥0 ∈ 𝐺，若均有 𝑥0 ∈ 𝑆，则有 𝐺 = 𝑆 是有限群，得证。否则，我们设 𝑥0 ∉ 𝑆，即 |𝑥0 | > 𝑐0，考虑它在

𝐺/𝑚𝐺 中的像，则有 ∃𝑖, 𝑥1 ∈ 𝐺, 𝑥0 = 𝑔𝑖 + 𝑚𝑥1，计算可得

𝑚 |𝑥1 | = |𝑥0 − 𝑔𝑖 | ≤ |𝑥0 | + |𝑔𝑖 | < 2|𝑥0 | ≤ 𝑚 |𝑥0 | ⇒ |𝑥1 | < |𝑥0 |

若 𝑥1 ∈ 𝑆，则 𝑥0可以由 𝑆中的元素线性表示，得证。否则，同样使用 ∃ 𝑗 , 𝑥2 ∈ 𝐺, 𝑥1 = 𝑔 𝑗 +𝑚𝑥2，则可以得到一些

列的

|𝑥0 | > |𝑥1 | > |𝑥2 | > ...

由于 {𝑥 ∈ 𝐺 | |𝑥 | ≤ |𝑥0 |}是有限集，故最后一定会停在 𝑆中，从而定理得证。

于是为了完成Mordell-Weil定理的证明，我们需要做两件事，一是找一个二次型 𝑞使得∀𝐶, {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑞(𝑥) ≤ 𝐶}
是有限集，二是找一个 𝑚 ≥ 2使得 𝐺/𝑚𝐺 是有限的。我们先来完成第一件事，这属于高度理论的内容，这个高
度函数是

𝑞(𝑃) = lim
𝑛→∞

1
4𝑛

ln𝐻 (2𝑛𝑃), 𝐻 (𝑃) = 𝐻𝐾 (𝑃)
1

[𝐾,Q]

其相关性质的讨论是极其麻烦的，所以我们想着把 𝑞 : 𝐺 → R为二次型的条件弱化成下面的两条
1 ∀𝑄 ∈ 𝐺, ∃𝐶1,∀𝑃, 𝑞(𝑃 +𝑄) ≤ 2ℎ(𝑃) + 𝐶1

2 ∃𝑚 ≥ 2, 𝐶2,∀𝑃, 𝑞(𝑚𝑃) ≥ 𝑚2𝑞(𝑃) − 𝐶2

由二次型的性质是可以推出上面的性质的，我们来说明将条件替换以后，也同样足够推出有限生成的性质，

不过此时我们的生成元集合 𝑆就不太清晰了。

证明 [下降定理证明改]同样地设 𝐺/𝑚𝐺 = {[𝑔1], ..., [𝑔𝑟 ]}, 𝑔𝑖 ∈ 𝐺，并任取元素 𝑥0 ∈ 𝐺，然后不断地在 𝐺/𝑚𝐺 内
进行陪集分解

𝑥0 = 𝑔𝑖1 + 𝑚𝑥1, 𝑥1 = 𝑔𝑖2 + 𝑚𝑥2, ..., 𝑥𝑛−1 = 𝑔𝑖𝑛 + 𝑚𝑥𝑛, 1 ≤ 𝑖𝑛 ≤ 𝑟

对于每个 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛我们有不等式估计

𝑞(𝑥 𝑗 ) ≤
1
𝑚2 (𝑞(𝑚𝑥 𝑗 ) + 𝐶2) =

1
𝑚2 (𝑞(𝑥 𝑗−1 − 𝑔𝑖 𝑗 ) + 𝐶2) ≤

1
𝑚2 (2𝑞(𝑥 𝑗−1) + 𝐶1 + 𝐶2)

我们把上面的式子不断递归可得

𝑞(𝑥𝑛) ≤ (
2
𝑚2 )

𝑛𝑞(𝑥0) +
(
𝑛∑
𝑖=1

2𝑖−1)(𝐶1 + 𝐶2)

𝑚2 < ( 2
𝑚2 )

𝑛𝑞(𝑥0) +
𝐶1 + 𝐶2

𝑚2 − 2
≤ 𝑞(𝑥0)

2𝑛
+ 𝐶1 + 𝐶2

2
当 𝑛→∞足够大时，有

𝑞(𝑥𝑛) ≤ 1 + 𝐶1 + 𝐶2

2
相应的生成表示为

𝑥0 = 𝑚𝑛𝑥𝑛 +
𝑛∑
𝑗=1

𝑚 𝑗−1𝑔𝑖 𝑗

因此群 𝐺 的全部生成元为

{𝑔1, ..., 𝑔𝑟 } ∪ {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑞(𝑥) ≤ 1 + 𝐶1 + 𝐶2

2
}

从而 𝐺 是有限生成的。

读者要注意，上面定理中的 𝑚 ≥ 2 是存在性的且依赖于高度函数 𝑞，而我们接下来构造的高度函数给出

了 𝑚 = 2，于是在第二步中我们也只证明 𝐺/2𝐺 是有限的，不过一般性的弱Mordell-Weil定理应该指：对任意
数域 𝐾 上的阿贝尔簇 𝐴 和整数 𝑚 ≥ 2，𝐴(𝐾)/𝑚𝐴(𝐾) 是有限的。但正如前面所说，我们目前只想考虑最简单
的椭圆曲线有理点情形 𝐸 (Q)，并引入高度理论，而概形相关的内容我们并不想详细讲述。设 Q 上的椭圆曲线
𝐸 : 𝑦2 = 𝑥3 + 𝐴𝑥 +𝐵，对任意 𝑡 = 𝑝

𝑞 ∈ Q, (𝑝, 𝑞) = 1定义 𝐻 (𝑡) = max{|𝑝 |, |𝑞 |}，使用 𝑥(𝑃)和 𝑦(𝑃)分别表示 𝑃 ∈ 𝐸 (Q)
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的 x坐标和 y坐标，定义高度函数为

ℎ𝑥 : 𝐸 (Q) → R, 𝑥 ↦→


ln𝐻 (𝑥(𝑃)) 𝑃 ≠ 𝑂

0 𝑃 = 𝑂

其中 𝑂 是 𝐸 (Q) 的单位元，即无穷远点。

定理 7.14 (有理域上椭圆曲线的高度函数)

♡

如上面定义，则有

(1)∀𝑃0 ∈ 𝐸 (Q), ∃𝐶1,∀𝑃, ℎ𝑥 (𝑃 + 𝑃0) ≤ 2ℎ𝑥 (𝑃) + 𝐶1

(2)∃𝐶2,∀𝑃, ℎ𝑥 (2𝑃) ≥ 4ℎ𝑥 (𝑃) − 𝐶2

(3)∀𝐶, {𝑃 ∈ 𝐸 (Q) | ℎ𝑥 (𝑃) ≤ 𝐶}是有限集。

证明 (1)对于 𝑃0 ∈ 𝐸 (Q)，我们任选一个 𝐶1 > max{ℎ𝑥 (𝑃0), ℎ𝑥 (2𝑃0)}，当 𝑃0 = 𝑂 或 𝑃 ∈ {𝑂,±𝑃0}不等式显然成
立，故我们只考虑 𝑃 ≠ ±𝑃0和没有无穷远点 𝑂 时的情形。我们记 (方程样式给出)

𝑃 = (𝑥, 𝑦) = ( 𝑎
𝑑2 ,

𝑏

𝑑3 ), 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0) = (
𝑎0

𝑑2
0
,
𝑏0

𝑑3
0
)

由加法定义和方程联立可得

𝑥(𝑃 + 𝑃0) = (
𝑦 − 𝑦0

𝑥 − 𝑥0
)2 − 𝑥 − 𝑥0 =

(𝑎𝑎0 + 𝐴𝑑2𝑑2
0) (𝑎𝑑2

0 + 𝑎0𝑑
2) + 2𝐵𝑑4𝑑4

0 − 2𝑏𝑑𝑏0𝑑0

(𝑎𝑑2
0 − 𝑎0𝑑2)2

由于 𝐻 (𝑡)定义中，约分只会让数值变小，故在上界估计中我们可以直接考虑这个分数，接着我们借助主要部分
𝑓 = 𝑂 (𝑔)的做法来约去低次项，从而存在常数 𝐶′1 使得

𝐻 (𝑥(𝑃 + 𝑃0)) ≤ 𝐶′1 max{|𝑎 |2, |𝑑 |4, |𝑏𝑑 |}

最后我们只需回到椭圆曲线方程 𝑏2 = 𝑎3 + 𝐴𝑎𝑑4 + 𝐵𝑑6，从而有

|𝑏 | ≤ 𝐶′′1 max{|𝑎 | 32 , |𝑑 |3}

消去估计中的 b，从而得到

𝐻 (𝑥(𝑃 + 𝑃0)) ≤ 𝐶′′′1 max{|𝑎 |2, |𝑑 |4} = 𝐶1𝐻 (𝑥(𝑃))2

同时取对数，即可得

ℎ𝑥 (𝑃 + 𝑃0) ≤ 2ℎ𝑥 (𝑃) + 𝐶′′′1

(2)我们记 𝐸 (Q) [𝑚] = {𝑃 ∈ 𝐸 (Q) | 𝑚𝑃 = 𝑂}，并任选一个 𝐶2 > 4 max{ℎ𝑥 (𝑃) | 𝑃 ∈ 𝐸 (Q) [2]}，故可假定 2𝑃 ≠ 𝑂，

对于 𝑃 = (𝑥, 𝑦)，通过加法公式有

𝑥(2𝑃) = 𝑥(𝑃 + 𝑃) = 𝑥4 − 2𝐴𝑥2 − 8𝐵𝑥 + 𝐴2

4𝑥3 + 4𝐴𝑥 + 4𝐵
设 𝑥 = 𝑎

𝑏 ∈ Q, (𝑎, 𝑏) = 1，并记 𝐹 (𝑥, 𝑧) = 𝑥4 − 2𝐴𝑥2𝑧2 − 8𝐵𝑥𝑧3 + 𝐴2𝑧4, 𝐺 (𝑥, 𝑧) = 4𝑥3𝑧 + 4𝐴𝑥𝑧3 + 4𝐵𝑧4，则有

𝑥(2𝑃) = 𝑎4 − 2𝐴𝑎2𝑏2 − 8𝐵𝑎𝑏3 + 𝐴2𝑏4

4𝑎3𝑏 + 4𝐴𝑎𝑏3 + 4𝐵𝑏4 =
𝐹 (𝑎, 𝑏)
𝐺 (𝑎, 𝑏)

我们记 Δ = 4𝐴3 + 27𝐵2，则它们的公因数至少满足 (代数运算后的结论，自己看着办)

|𝛿 | = | (𝐹 (𝑎, 𝑏), 𝐺 (𝑎, 𝑏)) | ≤ |4Δ|

约去以后，我们可以得到相应的估计为

𝐻 (𝑥(2𝑃)) ≥ max{|𝐹 (𝑎, 𝑏) |, |𝐺 (𝑎, 𝑏) |}
|4Δ|

考察表达式中的余项即可得
max{|𝐹 (𝑎, 𝑏) |, |𝐺 (𝑎, 𝑏) |}

|4Δ| ≥ 1
𝐶′2

max{|𝑎 |4, |𝑏 |4} = 1
𝐶′2
𝐻 (𝑥(𝑃))4
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联立同时取对数即可得

ℎ𝑥 (2𝑃) ≥ 4ℎ𝑥 (𝑃) − 𝐶2

(3)实际上，显然
∀𝐶, {𝑡 ∈ Q | 𝐻 (𝑡) ≤ 𝐶}

是有限集，即遍历分子和分母后最多就 (2[𝐶] + 1)2 个元素。更进一步，就有

∀𝐶, {𝑃 ∈ 𝐸 (Q) | ℎ𝑥 (𝑃) ≤ 𝐶}

最后，我们只需证明 𝐸 (Q)/2𝐸 (Q)是有限的，证明也就全部结束了。

定理 7.15 (Mordell定理)

♡
对任意 Q上的椭圆曲线 𝐸，𝐸 (Q) 是有限生成交换群。

证明 证明“𝐸 (Q)/2𝐸 (Q) 是有限的”并不简单，如果我们假定 𝑥3 + 𝐴𝑥 + 𝐵 = 0的根为有理数，则可以看这本书
[48]1.3的简单构造法，读者需要知道高度理论并不是证明Mordell定理的关键，弱Mordell定理才是，为了证明
的完整我们会采用稍微啰嗦的步骤。

(1)我们先假设 𝑃0 ∈ 𝐸 (Q) [2] − 𝑂 非空，由对称性可知其坐标必定为 𝑃 = (𝑥0, 0)，此时我们做一个简单的平
移变换 𝑥 → 𝑥 + 𝑥0，则曲线的方程可变成下面的形式

𝐸 ′ : 𝑦2 = 𝑥(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏)

并且 (0, 0) ∈ 𝐸 ′ (Q) [2] −𝑂，我们使用这个作为椭圆曲线方程的新形式并不影响后续的证明，并且由光滑性有

𝐸 : 𝑦2 = 𝑥(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏), 𝑏 ≠ 0, 𝑎2 − 4𝑏 ≠ 0, (0, 0) ∈ 𝐸 (Q) [2] −𝑂

我们考虑乘 2群同态
[2] : 𝐸 → 𝐸, 𝑃 ↦→ 2𝑃 = 𝑃 + 𝑃

则其存在一个同源分解

[2] = �̂�𝜑, 𝜑 : 𝐸 → 𝐸 ′, �̂� : 𝐸 ′ → 𝐸, ker 𝜑 = {𝑂, (0, 0)}, ker �̂� = {𝑂, 𝑃′}, 𝑃′ ∈ 𝐸 ′ (Q) [2] −𝑂

(2)我们需要把上面的同源分解给具体算出来，对于 𝐸 ′ 我们不会使用原来的坐标，而是在一组坐标变换下，使

得它与 𝐸 拥有同样的形式

𝐸 ′ : 𝑌2 = 𝑋 (𝑋2 + 𝐴𝑋 + 𝐵), 𝐵 ≠ 0, 𝐴2 − 4𝐵 ≠ 0

记 𝑃 = (0, 0)，我们需要考察由同源 𝜑诱导出映射

ker 𝜑→ 𝐴𝑢𝑡 (Q(𝐸)/𝜑∗ (Q(𝐸 ′))), 𝑃 ↦→ 𝜏∗𝑃

这里的 𝜏𝑃 : 𝐸 → 𝐸, 𝑥 ↦→ 𝑥 + 𝑃是平移映射，𝜏∗𝑃 是相应在分式函数域上的诱导映射，其给出的两个不动点

𝜏∗𝑃 (𝑥 + 𝑎 +
𝑏

𝑥
) = 𝑥 + 𝑎 + 𝑏

𝑥
, 𝜏∗𝑃 (𝑦 −

𝑏𝑦

𝑥2 ) = 𝑦 −
𝑏𝑦

𝑥2

诱导出了我们所需要的坐标变换 
𝑋 = 𝑥 + 𝑎 + 𝑏𝑥
𝑌 = 𝑦 − 𝑏𝑦

𝑥2

⇔

𝑥 = 𝑋+𝑌

√
𝑋−𝑎

2

𝑦 = 𝑥
√
𝑋

此时我们可以计算出相应的参数为

𝐴 = −2𝑎, 𝐵 = 𝑎2 − 4𝑏

于是在这种对应下 𝜑具有对称的送点性质，即

𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑎 + 𝑏
𝑥
, 𝑦 − 𝑏𝑦

𝑥2 ), �̂�(𝑋,𝑌 ) = (𝑋 + 𝐴 +
𝐵

𝑋
,𝑌 − 𝐵𝑌

𝑋2 )

ker �̂�𝜑 = ker[2] = 𝐸 [2], deg �̂�𝜑 = deg �̂� deg 𝜑 = 4 = |𝐸 [2] | = | ker �̂�𝜑 |
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(3)我们继续定义映射

𝜋 : 𝐸 ′ (Q) → Q×/Q×2, (𝑋,𝑌 ) ↦→


𝑋 𝑋 ≠ 0

𝑎2 − 4𝑏 𝑋 = 0

1 (𝑋,𝑌 ) = 𝑂

我们注意到当 (𝑋,𝑌 ) ∈ im𝜑时，若 𝑋 ≠ 0则有 𝑋 = ( 𝑦𝑥 )2 ∈ Q×2，若 𝑋 = 0则 𝑥(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏) = 0，由于 𝑥 ≠ 0，故
𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0存在有理解，即 𝑎2 − 4𝑏 ∈ Q×2，换言之 im𝜑 = ker 𝜋。接着我们来说明它是一个群同态，由定义可
知 𝜋(𝑂) = 1，对于互逆元有 𝜋(𝑃) = 𝑋 ⇒ 𝜋(−𝑃) = [ 1

𝑋 ] = [𝑋] = 𝜋(𝑃)，更进一步考虑两个不互逆的 𝑃 +𝑄 ≠ 𝑂，由

于 𝑃 +𝑄 = 𝑅 ≠ 𝑂，故可以设它们的连线为 𝑌 = 𝑒𝑋 + 𝑚，带入方程可得

(𝑒𝑋 + 𝑚)2 = 𝑋 (𝑋2 + 𝐴𝑋 + 𝐵) ⇒ 𝑋3 + (𝐴 − 𝑒2)𝑋2 + (𝐵 − 2𝑒𝑚)𝑋 − 𝑚2 = 0

由韦达定理可知 𝑥(𝑃)𝑥(𝑄)𝑥(𝑅) = 𝑚2 ∈ Q×2，因此 𝜋(𝑃)𝜋(𝑄)𝜋(𝑃 +𝑄) = 1，从而 𝜋是一个群同态

𝜋(𝑃 +𝑄) = 1
𝜋(𝑃 +𝑄) = 𝜋(𝑃)𝜋(𝑄)

(4)对任意一点 (𝑋,𝑌 ) ∈ 𝐸 ′ (Q), 𝑋 ≠ 0, [𝑟] = 𝜋(𝑥, 𝑦)，由于 Q×2表示平方有理数，故我们可以令 𝑟 ∈ Z无平方因子。
此时对相应的方程 𝑌2 = 𝑋 (𝑋2 + 𝐴𝑋 + 𝐵) 运用分解可得

𝑋2 + 𝐴𝑋 + 𝐵 = 𝑟𝑠2, 𝑋 = 𝑟𝑡2, 𝑠, 𝑡 ∈ Q×

我们继续令 𝑡 = 𝑒
𝑚 , (𝑒, 𝑚) = 1, 𝑒, 𝑚 ∈ Z，并消去 𝑋 可得

𝑟2𝑒4 + 𝐴𝑟𝑒2𝑚2 + 𝐵𝑚4 = 𝑟𝑚4𝑠2

对任意一个素因子 𝑝 | 𝑟，由上面的等式可知，𝑝 | 𝐵𝑚4。如果有 𝑝 | 𝑚，则有 𝑝3 | 𝑟2𝑒4，从而有 𝑝 | 𝑒，进而 (𝑒, 𝑚) = 𝑝
矛盾，故只能 𝑝 | 𝐵，即 𝑟 | 𝐵，于是我们有有限集

im𝜋 = {1, 𝑎2 − 4𝑏} ∪ {[𝑟] ∈ Q×/Q×2 : 𝑟 | 𝐵}

(5)由 im𝜋是有限的，我们可以得到

𝐸 ′ (Q)/𝜑(𝐸 (Q)) = 𝐸 ′ (Q)/ker 𝜋 � im𝜋

是有限集。由对称性可知，𝐸 (Q)/�̂�(𝐸 ′ (Q))也是有限集。更进一步，由于 [2] (𝐸 (Q)) = 2𝐸 (Q)，故有

|𝐸 (Q)/2𝐸 (Q) | = |𝐸 (Q)/im[2] | = |𝐸 (Q)/im�̂�𝜑| = |𝐸 (Q)/�̂�(𝐸 ′ (Q)) | |𝐸 ′ (Q)/𝜑(𝐸 (Q)) |

是个有限集，证毕。

最后根据有限生成交换群的基本定理可得

𝐸 (Q) = Z𝑟 ⊕ 𝐸 (Q)𝑡𝑜𝑟𝑠

定理 7.16 (Mazur)

♡

对于 Q上的椭圆曲线 𝐸，挠子群 𝐸 (Q)𝑡𝑜𝑟𝑠 一定同构于下面的 15种群之一

Z/𝑁Z, 1 ≤ 𝑁 ≤ 10, 𝑁 = 12

Z/2Z × Z/2𝑁Z, 1 ≤ 𝑁 ≤ 4

至此 Mordell定理也就告一段落了，不过我还想稍微讲讲与之相关的 BSD猜想 (Birch and Swinnerton-Dyer
Conjecture)，这里是官方的描述。对于 BSD猜想的成立有两个大前提，一是阿贝尔簇 𝐴的 𝐾-点有分解

𝐴(𝐾) = Z𝑟 ⊕ 𝐴(𝐾)𝑡𝑜𝑟𝑠

二是模性定理，你可能会觉得直接根据曲线定义 L函数就可以了，这是不对的，因为就算我们之前有 D级
数通论，但你依旧无非通过那杂乱无章的 𝑎𝑛来推出此函数的解析性，只有通过模性定理将其等于某个模形式的

L函数，才能说明它的解析性，也才有相应的级数展开
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𝐿 (𝐴, 𝑠) = 𝑐(𝑠 − 1)𝑟 + 𝑜(𝑠𝑟 )

而对于模性定理，目前的进度并不可观，例如这篇文章说明就算是 Q上的阿贝尔簇也得加上 𝐺𝐿2 − 𝑡𝑦𝑝𝑒的
条件，就算是椭圆曲线这篇文章也只把 Q扩充到了实二次域，因此对于 BSD猜想最好的环境应该是最初的椭圆
曲线有理点群 𝐸 (Q)。实际上，扩展版的 BSD猜想也不是不行，只是它需要被解决的不单单是“解析秩和代数秩
相等”那么简单了，还有许多前置条件有待解决。我们记 Q所有素点的集合为 𝑆 = {∞, 2, 3, 5, 7, 11, ...}，并引入
简单的伽罗瓦群符号

𝐺 𝑝 = 𝐺𝑎𝑙 (Q𝑝/Q𝑝) ⊂ 𝐺 = 𝐺𝑎𝑙 (Q/Q)

此时我们把

III(𝐸) = ∩𝑝∈𝑆 ker(𝐻1 (𝐺, 𝐸 (Q)) → 𝐻1 (𝐺 𝑝 , 𝐸 (Q𝑝)))

称为 Shafarevich-Tate群，(记号不一样是因为打出俄文的 X太麻烦了)，这里的映射是由伽罗瓦群的嵌入映
射诱导出的群上同调群映射。设椭圆曲线 𝐸 在模形式中对应的 L 函数为 𝐿 (𝐸, 𝑠) = 𝑐(𝑠 − 1)𝑟 ′ + 𝑜(𝑠𝑟 ′ )，我们记
rank𝐿 (𝐸, 𝑠) = 𝑟 ′, rank𝐸 (Q) = 𝑟，则 BSD猜想的完整表示为两个等式

命题 7.3 (Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture)

♠

rank𝐿 (𝐸, 𝑠) = rank𝐸 (Q)

𝐿 (𝑟 ) (𝐸, 1)
𝑟!

=
Ω𝐸Reg𝐸 |III(𝐸) |
|𝐸 (Q)𝑡𝑜𝑟𝑠 |2

∏
𝑝 |𝑁

𝑐𝑝 (𝐸)

大家所认为的 BSD猜想其实只是前一个，显然后一个式子相当于给出了 𝐿 (𝐸, 𝑠) = 𝑐(𝑠 − 1)𝑟 + 𝑜(𝑠𝑟 ) 展开式
中 𝑐的具体值，我们有理由相信证明前一个结论，后一个也会顺带解决，至于里面的一大堆与椭圆曲线 𝐸 相关

的常数，知不知道也无所谓了。就讲这些东西吧，我可不想离我们的主题数论太遥远了。

一般代数曲线与 Faltings定理

定理 7.17 (Faltings定理)

♡
若 𝐶 是数域 𝐾 上满足亏格 𝑔 ≥ 2的代数曲线，则 𝐶 (𝐾)是有限的。

这节定理的表述还是挺简单的，稍微提醒一下读者，我们只是说 𝐶 (𝐾)是有限的，而没有说 𝐶 (𝐾)是有限群，
它并不一定能像阿贝尔簇那样拥有群结构。读者需要知道“不等式就是数论的神”，对于大量的不等式估计结果

比如前面的 Roth定理得十分熟悉才行，如果你的基础令人堪忧的话，就看这本书 [18]，其不仅准备了前置知识，
还可以直接就在里面看完整证明，目前对 Faltings定理的复述都不是 Faltings原版的，而是 Vojta和 Bombieri改
进后的证明，望读者悉知。雅可比簇 (Jacobian Variety)具有多种定义观点，由 Abel–Jacobi定理可知，我们甚至
可以直接把它视为 Picard群

Jac(𝐶) = Pic(𝐶) = Div(𝐶)/Div0 (𝐶)

我们把 Jac(𝐶)称为代数曲线 𝐶 的雅可比簇 (一种特殊的阿贝尔簇)，更进一步，我们存在一个雅可比嵌入满
足

𝑗 : 𝐶 → 𝐽 = Jac(𝐶), 𝑗 (𝐶)⊕𝑔 = 𝐽 � C𝑔/Λ𝑔, dim 𝐽 = 𝑔
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我们这样做的原因显而易见，目的就是让代数曲线 𝐶 嵌入到阿贝尔簇 𝐽 中去，从而我们可以使用阿贝尔簇

上的高度理论，上一部分中，我们提过一个高度函数

ℎ̂(𝑃) = lim
𝑛→∞

1
4𝑛
ℎ(2𝑛𝑃), 𝑃 ∈ 𝐴(𝐾)

它也被称为 Neron–Tate高度，它最重要的一个特点是构成二次型

ℎ̂(𝑃 +𝑄) + ℎ̂(𝑃 −𝑄) = 2ℎ̂(𝑃) + 2ℎ̂(𝑄)

从而其给出了一个双线性形式

⟨, ⟩ : 𝐴(𝐾) × 𝐴(𝐾) → R, (𝑃,𝑄) ↦→ ℎ̂(𝑃 +𝑄) − ℎ̂(𝑃) − ℎ̂(𝑄)
2

从定义也能看出它和常规高度函数的差值是有界的 ℎ̂(𝑃)−ℎ(𝑃) = 𝑂 (1)，对于 𝑋 ∈ 𝐴(𝐾)，我们记 |𝑥 | =
√
⟨𝑥, 𝑥⟩，

则为了证明 Faltings定理的一个核心不等式是

定理 7.18 (Vojta不等式)

♡

设𝐶是数域𝐾上满足亏格 𝑔 ≥ 2的代数曲线，则对 1 < 𝛼 < 𝜋
2 ,
√
𝑔 cos𝛼 > 1，存在常数 𝜅1 = 𝜅1 (𝐶), 𝜅2 = 𝜅2 (𝑔)

使得对任意的 |𝑧1 | ≥ 𝜅1, |𝑧2 | ≥ 𝜅2 |𝑧1 |, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐶 (𝐾) 有

⟨𝑧1, 𝑧2⟩ < cos𝛼 |𝑧1 | |𝑧2 |

注意 𝛼可取的范围 cos𝛼 > 1√
𝑔 ≤

1√
2
，因此 cos𝛼 > 1√

2
，由于 3

4 >
1√
2
，因此大多情况下，你也能看到 Vojta不

等式为

⟨𝑧1, 𝑧2⟩ <
3
4
|𝑧1 | |𝑧2 |

不过前面这个系数可不可控并不是什么重要的事情，重要的是我们来展示 Vojta不等式可以推出 Faltings定
理。

证明 [Vojta不等式⇒Faltings定理] (1)我们先对雅可比簇 𝐽 = Jac(𝐶) 进行系数提升，即做张量积 𝐿 = 𝐽 ⊗Z R(简
单来讲就是把除子中的整系数扩充为实系数)，由Mordell–Weil定理可知 (雅可比簇是阿贝尔簇)，𝐿是一个 R上
的有限维线性空间，考虑映射复合链

𝑗 : 𝐶 (𝐾) 𝑗→ 𝐽 → 𝐿

这里相当于连续两步的嵌入映射，容易发现 ker(𝐽 → 𝐿) = 𝐽𝑡𝑜𝑟𝑠 且 𝑗 是单射，故我们只需证明 im 𝑗 = 𝑗 (𝐶 (𝐾)) 是
有限的即可。借助在 𝐽 中的高度理论，我们可以在线性空间 𝐿 中定义两点 𝑥, 𝑦间的角度为

cos 𝜃𝑥,𝑦 =
⟨𝑥, 𝑦⟩
|𝑥 | |𝑦 | , 0 ≤ 𝜃𝑥,𝑦 ≤ 𝜋

对任意一点 𝑥0 ∈ 𝐿和角度 𝜃0，我们引入一个子集

Γ𝑥0 , 𝜃0 = {𝑥 ∈ 𝐿 | 𝜃𝑥,𝑥0 < 𝜃0}

我们固定一个较小的 𝜃0，则我们可以直接“转一圈”
1填满整个 𝐿，换句话只要有限个 Γ𝑥𝑖 , 𝜃0 就能填满 𝐿，于是

我们只需要证明下面的有限相交性质即可

∃𝜃0∀𝑥0, |Γ𝑥𝑖 , 𝜃0 ∩ 𝑗 (𝐶 (𝐾)) | < ∞

(2)使用反证法，不妨假设存在一个无穷集

|Γ𝑥𝑖 , 𝜃0 ∩ 𝑗 (𝐶 (𝐾)) | = ∞

根据有限高度下的元素有限可知，无限集意味着里面的元素可以任意的高，故我们可以选取两个符合条件的元

1不懂的话，就试着用有限开覆盖定理证一下
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素

|𝑧1 | ≥ 𝜅1, |𝑧2 | ≥ 𝜅2 |𝑧1 |, 𝑧1, 𝑧2 ∈ Γ𝑥𝑖 , 𝜃0 ∩ 𝑗 (𝐶 (𝐾))

由 Vojta不等式可知
⟨𝑧1, 𝑧2⟩ <

3
4
|𝑧1 | |𝑧2 |

即

𝜃𝑧1 ,𝑧2 > cos−1 3
4
>
𝜋

6
此时我们取 𝜃0 = 𝜋

12，则由定义可得

∀𝑧 ∈ Γ𝑥0 ,
𝜋
12
, 𝜃𝑧,𝑥0 < 2

𝜋

12
=
𝜋

6
矛盾，从而

∀𝑥0, |Γ𝑥0 ,
𝜋
12
∩ 𝑗 (𝐶 (𝐾)) | < ∞

这样我们的工作重心就是证明 Vojta不等式的可怕工作了，具体有多可怕呢？可怕到我直接不想证明了。嘛，
证明的过程是十分冗长的，因此我们必需进行适当地取舍才行，我们的基本想法是不管计算估计的过程，转而

展示计算估计所带来的效应。我个人认为，大概率大部分的人想知道的不是怎么计算，自然也不会去关心各种

计算的细节，而是关心这个结果为什么可以被证明出来，也就是转化的想法是什么，对于这一点，我在解析数论

的思想中也讨论过，计算对于证明者而言确实是重要的基本功，但对于阅读者而言，这不是什么好的选择。如果

𝐶 × 𝐶 上的除子 (与三个参数 𝑑1, 𝑑2, 𝑑 有关)满足

𝑉 (𝑑1, 𝑑2, 𝑑) = (𝑑1 − 𝑑)𝑝∗1 (𝜃) + (𝑑2 − 𝑑)𝑝∗2 (𝜃) + 𝑑Δ, 𝑔𝑑2 < 𝑑1𝑑2 < 𝑔
2𝑑2

则称 𝑉 (𝑑1, 𝑑2, 𝑑)为 Vojta除子，其中 𝑝𝑖 : 𝐶 ×𝐶 → 𝐶, 𝑖 = 1, 2为两个分量上的投影映射，𝑝∗𝑖 为对应回拉映射
诱导的除子映射，Δ为 𝐶 × 𝐶 上的对角除子，𝜃 是任意 𝐶 上使得 (2𝑔 − 2)𝜃 为主除子的除子。

定理 7.19

♡

(1)[上界估计]存在常数 𝑐1使得，对任意正整数 𝑑, 𝑑1, 𝑑2和所有的点 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐶 (𝐾)满足

ℎ𝐶×𝐶,𝑉 (𝑑1 ,𝑑2 ,𝑑) (𝑧, 𝑤) ≤
𝑑1

𝑔
|𝑧 |2 + 𝑑2

𝑔
|𝑤 |2 − 2𝑑⟨𝑧, 𝑤⟩ + 𝑐1 (𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑)

(2)[下界估计]存在常数 𝑐2, 𝑐3和有限点集 F ⊂ 𝐶 (𝐾)使得，对任意 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐶 (𝐾), 𝑧, 𝑤 ∉ F 满足

ℎ𝐶×𝐶,𝑉 (𝑑1 ,𝑑2 ,𝑑) (𝑧, 𝑤) ≥ −ℎ(F ) − 𝑐2 (𝑖∗1 |𝑧 |2 + 𝑖∗2 |𝑤 |2) − 𝑐3 (𝑖∗1 + 𝑖∗2 + 𝛿1 + 𝛿2 + 1)

(3)[截面估计]给定任意 𝛾 > 0并使 𝑑1, 𝑑2, 𝑑 足够满足 𝑑1𝑑2 − 𝑔𝑑2 ≥ 𝛾𝑑1𝑑2，则有

ℎ(F ) ≤ 𝑐1
𝑑1 + 𝑑2

𝛾
+ 𝑜(𝑑1 + 𝑑2)

(4)[无灭衍生]存在常数 𝑐4 使得，如果足够小常数 0 < 𝜀, 𝛾 < 1和足够大常数 𝑑1, 𝑑2, 𝑑 和点 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐶 (𝐾) 满
足

𝜀2𝑑1 ≥ 𝑑2,min{𝑑2 |𝑤 |2, 𝑑1 |𝑧 |2} ≥
𝑐4

𝛾𝜀2 𝑑1, 𝑑1𝑑2 − 𝑔𝑑2 ≥ 𝛾𝑑1𝑑2

则有足够大的 𝑁 使得
𝑖∗1
𝑑1
+
𝑖∗2
𝑑2
≤ 12𝑁𝜀

借助上面的四个估计式，我们就能来完成 Vojta不等式的证明了。
证明 首先假定一个足够大的 𝜅1，由于下界估计给出了下界，故我们可以使得 ∀𝑧 ∈ {|𝑧 | > 𝜅1}, 𝑧 ∉ F。接着我们
选取一个足够大的 𝐷 > |𝑤 |2 和 0 < 𝑣, 𝜀 < 1并定义出三个整数

𝑑1 = 𝑁 [√𝑔 + 𝑣 𝐷
|𝑧 |2
], 𝑑2 = 𝑁 [√𝑔 + 𝑣 𝐷

|𝑤 |2
], 𝑑 = 𝑁 [ 𝐷

|𝑧 | |𝑤 | ]
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(1)根据下界估计我们可以得到

ℎ(𝑧, 𝑤) ≥ −ℎ(F ) − 𝑐2 (𝑖∗1 |𝑧 |2 + 𝑖∗2 |𝑤 |2) − 𝑐3 (𝑖∗1 + 𝑖∗2 + 𝛿1 + 𝛿2 + 1)

进一步赋予 𝜅1 > max{1, 𝜀− 1
2 }，则有 |𝑧 | > 1, |𝑤 | > 1，从而

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑 ≤ 𝑁𝐷 (
√
𝑔 + 𝑣
|𝑧 |2

+
√
𝑔 + 𝑣
|𝑤 |2

+ 1
|𝑧 | |𝑤 | ) ≤

𝑐5𝐷

𝜅2
1
≤ 𝑐5𝜀𝐷

即有 (消去尾项)
ℎ(𝑧, 𝑤) ≥ −ℎ(F ) − 𝑐2 (𝑖∗1 |𝑧 |2 + 𝑖∗2 |𝑤 |2) − 𝑐5𝜀𝐷

(2)容易观测
𝑑1𝑑2 − 𝑔𝑑2

𝑑1𝑑2
≥ 1 −

𝑔( 𝐷
|𝑧 | |𝑤 | )2

(
√
𝑔+𝑣𝐷
|𝑧 |2 − 1) (

√
𝑔+𝑣𝐷
|𝑤 |2 − 1)

= 1 − 𝑔

𝑔 + 𝑣
1

1 − |𝑧 |2√
𝑔+𝑣𝐷

1

1 − |𝑤 |2√
𝑔+𝑣𝐷

于是我们只需要选取 𝛾 = 𝑣
3𝑔，就可以满足截面估计的条件，从而有

ℎ(F ) ≤ 𝑐1
𝑑1 + 𝑑2

𝛾
+ 𝑜(𝑑1 + 𝑑2) ≤ 𝑐6 (𝑑1 + 𝑑2) ≤ 𝑐7𝜀𝐷

即有 (消去高度项)
ℎ(𝑧, 𝑤) ≥ −𝑐2 (𝑖∗1 |𝑧 |2 + 𝑖∗2 |𝑤 |2) − 𝑐8𝜀𝐷

(3)我们先让 𝜅2 ≥
√

2𝜀−1，接着我们来验证无灭衍生的条件

𝑑2

𝑑1
≤

𝑁
√
𝑔 + 𝑣𝐷/|𝑤 |2

𝑁 (√𝑔 + 𝑣𝐷/|𝑧 |2 − 1)
=

2|𝑧 |2
|𝑤 |2

≤ 2
𝜅2

2
≤ 𝜀2 ⇒ 𝜀2𝑑1 ≥ 𝑑2

我们继续令 𝜅2
1 ≥ 2𝑐4/(𝛾𝜀2)，则可以验证

0 ≤ 𝜂1, 𝜂2 ≤ 2,
𝑑2 |𝑤 |2
𝑑1 |𝑧 |2

=
1 − 𝜂2 |𝑤 |2

𝐷
√
𝑔+𝑣

1 − 𝜂1 |𝑧 |2
𝐷
√
𝑔+𝑣

⇒ 1
2
≤ 𝑑2 |𝑤 |2
𝑑1 |𝑧 |2

≤ 2⇒ min{𝑑2 |𝑤 |2, 𝑑1 |𝑧 |2} ≥
𝑐4

𝛾𝜀2 𝑑1

此时我们利用无灭衍生估计可得

𝑖∗1 |𝑧 |2 + 𝑖∗2 |𝑤 |2 ≤ 𝑐9𝜀(𝑑1 |𝑧 |2 + 𝑑2 |𝑤 |2) ≤ 𝑐9𝜀(𝑁
√
𝑔 + 𝑣𝐷
|𝑧 |2

|𝑧 |2 + 𝑁
√
𝑔 + 𝑣𝐷
|𝑤 |2

|𝑤 |2) ≤ 𝑐10𝜀𝐷

即有 (消去最后项)
ℎ(𝑧, 𝑤) ≥ −𝑐11𝜀𝐷

(4)接着，我们来考察上界估计

ℎ(𝑧, 𝑤) ≤ 𝑑1

𝑔
|𝑧 |2 + 𝑑2

𝑔
|𝑤 |2 − 2𝑑⟨𝑧, 𝑤⟩ + 𝑐1 (𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑)

我们可以十分轻而易举地估计前几项
𝑑1

𝑔
|𝑧 |2 + 𝑑2

𝑔
|𝑤 |2 − 2𝑑⟨𝑧, 𝑤⟩ ≥ ℎ(𝑧, 𝑤) − 𝑐1 (𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑) ≥ −𝑐12𝜀𝐷

我们需要的是这个反向估计结果，以便向我们的结论靠近，即我们需要化简上面的不等式，借助 lim𝐵→∞
[𝑎𝐷 ]
𝐷 = 𝑎

可得

[
√
𝑔+𝑣𝐷
|𝑧 |2 ] |𝑧 |

2

𝑔
+
[
√
𝑔+𝑣𝐷
|𝑤 |2 ] |𝑤 |

2

𝑔
− 2[ 𝐷

|𝑧 | |𝑤 | ] ⟨𝑧, 𝑤⟩ ≥ −𝑐12𝜀𝐷 ⇒
2√𝑔 + 𝑣

𝑔
− 2⟨𝑧, 𝑤⟩
|𝑧 | |𝑤 | ≥ −𝑐12𝜀

于是我们化简可得

⟨𝑧, 𝑤⟩ ≤ (
√
𝑔 + 𝑣
𝑔
+ 𝑐12𝜀

2
) |𝑧 | |𝑤 |

我们只需令 𝜀 → 0, 𝑣 → 0，即有

⟨𝑧, 𝑤⟩ ≤ (
√
𝑔

𝑔
) |𝑧 | |𝑤 | ≤ 1

√
2
|𝑧 | |𝑤 | < 3

4
|𝑧 | |𝑤 |

希望读者不要对我们随便让 𝜅𝑖 大于某个数而感到顾虑，由于它们本身是存在性的常数，因此我们可以不断
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地往它身上加不会导致矛盾的条件，在数论中大多都是充分大，意味着我们让常数往无穷方向发展，实在不能

接受的话，读者可以把所有出现的地方取极大值即可。实际上，就算我只是展示了 Faltings定理证明的一角，对
于不经常玩不等式的人来说，一定是满脑子的问号，为什么估计这个？为什么这么估计？为什么要添上这些条

件？为什么要这么算？...这是情有可原的，因为证明是结果不是过程，过分地阅读很容易让我们迷失在计算中，
这也是为什么我并不推荐将各种估计证明从头看到尾的原因。以我的个人经验来看，这种从头到尾的验证式阅

读，最后会给你一种好像读懂了又好像没读懂的感觉，而结果就是几天后什么也不知道了，甚至可能还不如我

给出的概要阅读后的记忆深刻，因为此时你还需要读懂这个关节上的内容，而在缺少信息的情况下是很容易促

发思考，从而提升理解的。

7.3 零散内容
你知道吗？对于算术几何，或者称为丢番图几何，我觉得也没有更多可讲的东西了。虽然我们还没完全搞懂

代数曲线的具体结构，而且代数曲线之外还有代数曲面，甚至更高维的代数超曲面，但我还是用最经典的一句

话“过于零碎，没法总结”来表达我的逃避，一个最简单的例子就是这个，它是一种类似于暑期学校的算术几何

总结，看也是能看，但也只能分散着来看，前后内容基本没有联系。

定理 7.20 (阿贝尔子簇问题)

♡

设 𝐴是 C上的阿贝尔簇，𝑋 是 𝐴的闭子簇，Γ是 𝐴(C) 有限秩子群。则存在有限个点 𝛾1, ..., 𝛾𝑟 ∈ Γ和 𝐴

的有限个阿贝尔子簇 𝐵1, ..., 𝐵𝑟，满足

∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 𝛾𝑖 + 𝐵𝑖 ⊂ 𝑋, 𝑋 (C) ∩ Γ = ∪1≤𝑖≤𝑟𝛾𝑖 + (𝐵𝑖 (C) ∩ Γ)

特别地，如果 𝑋 不包含任何 𝐴的非平凡阿贝尔子簇的平移时，𝑋 (C) ∩ Γ是有限的。

定理 7.21 (扩域问题)

♡

设 𝑋 是亏格 𝑔 ≥ 2的代数曲线，记𝑊𝑑 (𝑋) = 𝑋 + ... + 𝑋︸       ︷︷       ︸
𝑑

⊂ Jac(𝑋), 𝑑 ≥ 1，如果 𝑋 不允许态射 𝑋 → P1的次

数超过 𝑑，且𝑊𝑑 (𝑋) 不包含任何 Jac(𝑋)的阿贝尔子簇的平移，则

𝑋 (𝑑) (𝑘) = ∪[𝐾,𝑘 ]≤𝑑𝑋 (𝐾)

是有限的。

命题 7.4 (ABC猜想)

♠

定义 rad(𝑛) =
∏
𝑝 |𝑛

𝑝, 𝑛 ∈ Z, 𝑛 ≠ 0。对任意的 𝜀 > 0存在常数𝐶𝜀使得，如果 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z, (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 1, 𝑎+𝑏+𝑐 = 0，

则有

max{|𝑎 |, |𝑏 |, |𝑐 |} ≤ 𝐶𝜀 (rad(𝑎𝑏𝑐))1+𝜀

命题 7.5 (Bombieri-Lang猜想)

♠

设 𝑋 是数域 𝑘 上的射影簇，Sp𝑋 是所有非平凡有理映射 𝐴 → 𝑋(𝐴为阿贝尔簇)的像的并集的 Zariski闭
包，记𝑈 = 𝑋 − Sp𝑋。则对任意的有限扩张 𝑘 ′/𝑘 有𝑈 (𝑘 ′)是有限的。

命题 7.6 (Vojta猜想)

♠

设 𝑋 是数域 𝑘 上的光滑射影簇，𝑆是 𝑘 素点的有限集，𝐸 是 𝑋 上的丰富除子，𝐷 是 𝑋 上只有正规交叉的

有效约化除子。则对任意的 𝜀 > 0存在真闭子集 𝑍 ⊂ 𝑋 满足

∀𝑃 ∈ (𝑋 − 𝑍)(𝑘), 𝑚𝑆 (𝐷, 𝑃) + ℎ𝐾𝑋 (𝑃) ≤ 𝜀ℎ𝐸 (𝑃) +𝑂 𝜀 (1)
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第八章 计算与验证

不论是数学分析还是线性代数，它们最重要的特点就是计算，计算是数学的灵魂，缺少逻辑的计算是无理

的，但缺少计算的逻辑是无趣的，数理逻辑固然可贵，但它所能带来的惊喜是有限的，而数字中却蕴含着无穷的

奥秘，而支撑起这些数字的正是那些计算，而且就算是数理逻辑的一些命题，比如哥德尔定理也是离不开数字

的，计算的重要性就点到为止了。问题是，计算有什么可以讨论的吗？简单来讲，就是计算机，从而可以引申出

算法和复杂度等问题。计算本身确实没有可谈的东西，但怎么算？能算出什么？就是一个内涵十分丰富的学科

了。

8.1 计算

计算复杂度

既然谈到算法，那么自然就有一个计算复杂度的概念，其主要符号就是我们在解析数论中见过的大 O记号

𝑓 (𝑛) = 𝑂 (𝑔(𝑛)) ⇔ ∃𝐶, | 𝑓 (𝑛) | ≤ 𝑔(𝑛)

而且对于一些常见复杂度的关系，也要足够清楚 (从小到大)

..., ln ln 𝑛, ln 𝑛, 𝑛, 𝑛 ln 𝑛, 𝑛2, 𝑛3, ..., 2𝑛, 3𝑛, ..., 𝑛!, 𝑛𝑛

通常它们都是无界增函数。由于 log𝑎 𝑛 = ln 𝑎−1 ln 𝑛，因此对数复杂度具有底数无关性，故通常我们就直接
写成 log 𝑛，任意一个整数 𝑛在 𝑏 进制下的长度为 [log𝑏 𝑛] + 1 = 𝑂 (log 𝑛)，因此对于整数而言其是几进制并不影
响算法复杂度。此时我们考察按位加法可知，其计算复杂度为

𝑇 (𝑛 + 𝑛) = 𝑂 (𝑛的位数) = 𝑂 (log 𝑛)

同样地，我们考察传统数乘可知，其计算复杂度为

𝑇 (𝑛𝑛) = 𝑂 ((𝑛的位数)2) = 𝑂 (log2 𝑛)

实际上，通过快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform (FFT))可以得到一个复杂度更小的算法

𝑇 (𝑛𝑛) = 𝑂 (log 𝑛 log log 𝑛 log log log 𝑛)

除了最基础的加减法，我们还可以看些其它的计算，比如模指数 𝑥𝑒 mod 𝑛，即计算出 𝑥𝑒以后除以 𝑛取余数。

显然如果直接计算的话，𝑥𝑒会很大，甚至可能超过计算机的容量，因此我们最好通过同余的性质来简化计算，即

边算边取余数。如果更进一步，在以二进制为基础的计算机上，计算以 2的幂为指数是比较简单的，因此我们可
以把指数进行二进制分解来简化计算

𝑥𝑒 = 𝑥

𝑘∑
𝑖=0

𝛽𝑘2𝑘

= 𝑥...(2𝛽𝑘+𝛽𝑘−1 )2+𝛽𝑘−2 )2+𝛽𝑘−3 )2+..., 𝛽𝑘 = 0, 1

对于每个节点，我们利用指数性质来递归计算 ...((𝑥𝛽𝑘 )2𝑥𝛽𝑘−1 )2...，从而得到算法复杂度为

𝑇 (𝑥𝑒 mod 𝑛) = 𝑂 (log 𝑒 log2 𝑛)



8.1 计算

我们再来讨论一个与之前椭圆曲线相关的计算，即椭圆曲线 𝐸 (F𝑞)上的加法

𝑘𝑃 = 𝑃 + ... + 𝑃︸      ︷︷      ︸
𝑘

, 𝑃 ∈ 𝐸 (F𝑞)

显然计算机是不会联立方程求解的，只能使用我们求出来的加法公式，但如果 𝑘 十分大的话，就没那么方

便了，而更快的算法其实也就是去适应计算机的二进制，把 𝑘 的二进制表示出来为 𝑘 =
𝑘∑
𝑖=0

𝛽𝑘2𝑘，则有

𝑘𝑃 = 𝛽0𝑃 + 2(𝛽1𝑃 + ...2(𝛽𝑘−2𝑃 + 2(𝛽𝑘−1𝑃 + 2𝛽𝑘𝑃)))...

从而得到算法复杂度为

𝑇 (𝑘𝑃) = 𝑂 (log 𝑘 log3 𝑞)

因数分解

𝑛 = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 ...𝑝𝛼𝑘𝑘 =
𝑘∏
𝑖=1

𝑝𝛼𝑖𝑖 , 𝑝𝑖 < 𝑝𝑖+1

对于质因数分解，最简单的方法就是不断地从小到到试整数，然后不断缩小 𝑛，直到 1，提醒读者试质数是
不靠谱的，因为如果遇到大质数连判定都是一个问题，更别说大整数分解了。相应的优化算法有点小多，我们就

来讲一下大家熟悉的“筛法”(Sieve)，或者说平方筛法，其利用了 𝑁 的素因子不会超过
√
𝑁 的事实。若要分解

𝑁，我们先试着分解成两个数的积，在
√
𝑁 的附近，我们先计算几个数

𝑊𝑘 = (𝑘 + [
√
𝑁])2 − 𝑁 ≡ (𝑘 + [

√
𝑁])2 (mod𝑁), 0 < 𝑘 < 𝐿, 0 < 𝑊𝑘 < (2𝐿 + 1)

√
𝑁 + 𝐿2

接着对较小的𝑊𝑘 进行因式分解，以凑出平方数

𝑡∏
𝑖=1
𝑊𝑛𝑖 = 𝑦

2

从而有

𝑥2 ≡ 𝑦2 (mod𝑁), 𝑥 ≠
𝑡∏
𝑖=1
( [
√
𝑁] + 𝑛𝑖) (mod𝑁)

此时计算 gcd(𝑁, 𝑥 − 𝑦)或 gcd(𝑁, 𝑥 + 𝑦)就能得到两个非平凡的因子。我们举个简单的例子，考虑 𝑁 = 2041，
此时

𝑊−2 = −26 × 3,𝑊−1 = −3 × 5 × 7,𝑊0 = −24,𝑊1 = 3 × 54

接着我们凑出平方数

(43 × 45 × 46)2 ≡ (−1)2 × 2103252 = (25 × 3 × 5)2 (mod𝑁)

此时计算 gcd(2041, 43 × 45 × 46 + 25 × 3 × 5) = 157, gcd(2041, 43 × 45 × 46 − 25 × 3 × 5) = 13，验算可知有
2041 = 157× 13。读者可知注意到了，在这类算法中出现了其它算法，比如较小数的因式分解和求公因数等操作，
但将复杂度更大的事变成复杂度更小的事是符合算法原则的，因此并没有恰不恰当的说法。不过这个算法的复

杂度不好估计，不确定性太大，因此是一个猜想
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8.1 计算

𝑂 (𝑒 (1+𝑜 (1) )
√

log 𝑁 log log 𝑁 ) = 𝑂 (𝑁 (1+𝑜 (1) )
√

log log 𝑁/log 𝑁 )

离散对数

𝑎, 𝑏, 𝑛 ∈ N, 𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod𝑛)

所谓离散对数问题就是求上式中的 𝑥，当然必需在存在的前提下找最小的，基本最原始的算法就是对 𝑛进行

枚举，于是它本身就包含了模指数的运算，由于这个问题与密码学密切相关，所有相应的算法也有一大坨。但可

能大多人对这个问题不感兴趣，所以我就随便讲一个比较简单的算法，即“大步小步算法”(Baby-Step Giant-Step)，
名字有些小美妙，此时假定 (𝑎, 𝑛) = 1是合理的，其过程比较简单，我们直接举个例子 2𝑥 ≡ 6(mod19)，此时各
参数为 𝑎 = 2, 𝑏 = 6, 𝑛 = 19, 𝑠 = [

√
19] = 4，先计算小步集为

𝑆mod19 = {(𝑏, 0), (𝑏𝑎, 1), (𝑏𝑎2, 2), (𝑏𝑎3, 3)} = {(6, 0), (12, 1), (5, 2), (10, 3)}

然后计算大步集为

𝑇mod19 = {(𝑎𝑠 , 𝑠), (𝑎2𝑠 , 2𝑠), (𝑎3𝑠 , 3𝑠), (𝑎4𝑠 , 4𝑠)} = {(16, 4), (9, 8), (11, 12), (5, 16)}

他俩按首项重新排序可得

𝑆 = {(5, 2), (6, 0), (10, 3), (12, 1)}, 𝑇 == {(5, 16), (9, 8), (11, 12), (16, 4)}

其中 5是共有的首项，从而 𝑥 = 16 − 2 = 14，即有 214 ≡ 6(mod19)。这个算法的时间复杂度和空间复杂度分
别为

𝑂 (
√
𝑛 log 𝑛), 𝑂 (

√
𝑛)

数论计算

最后我们再来讨论一下数论相关的计算，例如质数个数函数 𝜋(𝑛)，由于其涉及素数判别，所以之间遍历判
定是个速度不够的算法。算法界有句名言“想优化，就二分”，一个惊奇的现象是不论在哪里拆解总能让算法变

得更快，例如我们可以把“计算 𝜋(𝑛)”变成“计算 𝜋(√𝑛)+简单运算”，即有下面的公式

𝜋(𝑛) = 𝜋(
√
𝑛) − 1 +

∑
𝑝 |𝑑⇒𝑝≤√𝑛

𝜇(𝑑) [ 𝑛
𝑑
]

对于后面的求和式，我们可以进一步细化，假设 𝑝1, ..., 𝑝𝑘 是所有不超越
√
𝑛的素数，则有

∑
𝜇(𝑑) [ 𝑛

𝑑
] = 𝑛 −

∑
𝑖

[ 𝑛
𝑝𝑖
] +

∑
𝑖≠ 𝑗

[ 𝑛

𝑝𝑖 𝑝 𝑗
] −

∑
𝑖≠ 𝑗≠𝑡

[ 𝑛

𝑝𝑖 𝑝 𝑗 𝑝𝑡
] + ... + (−1)𝑘 [ 𝑛

𝑝1...𝑝𝑘
]

我们举一个简单的例子

𝜋(129) = 𝜋(
√

129) − 1 + 129 −
∑
𝑖

[ 129
𝑝𝑖
] +

∑
𝑖≠ 𝑗

[ 129
𝑝𝑖 𝑝 𝑗
] −

∑
𝑖≠ 𝑗≠𝑡

[ 129
𝑝𝑖 𝑝 𝑗 𝑝𝑡

] + ... + (−1)𝑘 [ 129
𝑝1...𝑝𝑘

]

= 5 − 1 + 129 − (64 + 43 + 25 + 18 + 11) + (21 + 12 + 9 + 5 + 8 + 6 + 3 + 3 + 2 + 1)

− (4 + 4 + 1 + 1 + 1 + 0 + 1 + 0 + 0 + 0) + (0 + 0 + 0 + 0 + 0) − 0

= 31
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8.2 验证

实际上，如果我们能得到 𝜋(√𝑛)，就应该能得到所有的素数 𝑝 ≤ 𝜋(√𝑛)。如果 𝜎(𝑛) = 𝑚, 𝜎(𝑚) = 𝑛，则称

(𝑚, 𝑛) 是亲和数，寻找亲和数的最基本方法是：遍历 𝑛 ≤ sup，计算 𝑚 = 𝜎(𝑛)(所有因数之和)，验证 𝜎(𝑚) = 𝑛。
另外有一个优化的 Riele算法，其遍历整数 𝑠 ≤ sup，然后求解方程 𝜎(𝑥) = 𝑠 的所有解 {𝑥1, ..., 𝑥𝑘}，再寻找满足
𝑥𝑖 + 𝑥 𝑗 = 𝑠的解，就得到了一对亲和数。例如，我们发现遍历到 𝑠 = 504时有

𝜎(𝑥) = 504⇒ 𝑥 = {286, 334, 220, 284, 224}, 220 + 284 = 504

从而 (220, 284) 是一对亲和数。哥德巴赫猜想验证，指验证每一个大于 2 偶数能否写成两个素数之和的形
式，最基本的方法是：对每个偶数 𝑛，找到所有素数 𝑝𝑖 < 𝑛，然后计算每一个 𝑛 − 𝑝𝑖，并验证其是否为素数。其
实还有一个基于筛法的 DSR算法，但我个人认为把哥德巴赫猜想验证转化为素数判定，再去研究素数判定才是
好的路径，所有也就不深入探讨了。由于寻找偶完全数相当于找梅森素数，因此在算法中，我们自然想要找奇完

全数的算法，不过对此也没什么特别的，也是遍历法，只不过我们有一个定理说其至少有三个素因子，从而可以

减少一些枚举量罢了。

8.2 验证
验证和计算是相伴相生的，计算是为了验证，验证需要计算，拆开来讨论并不是明智之举。例如判定 Pell型

方程 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 是否有整数解，就是在某个不等式范围内计算的过程，其结果就是我们验证了 𝑥2 − 𝑑𝑦2 = 𝑁 是

否有整数解。但素数在数论中有着举足轻重的地位，单独拿出来讨论素数的验证问题，我个人觉得是值得且有必

要的，于是这就是这节的核心内容。从逻辑上来看，它就是一个 Yes/No(True/False)的问题，却有着巨大的难度。

定理 8.1

♡
设整数 𝑛 > 1，如果 𝑛没有素因子超过

√
𝑛，则 𝑛是一个素数。

验证素数最简单的方法就是，试除来找非平凡因子，上述的定理可以讲试除的范围由 2→ 𝑛减小为 2→ [√𝑛]，
算是素数判定的起点了。而其它的办法就是去找数论中的定理，需要哪些条件可以推出素数，例如下面的几个

例子。

定理 8.2

♡

下述的条件均可以推出 𝑛 > 1是一个素数
(1)[费马小定理的 Lucas逆]存在整数 𝑎满足

𝑎𝑛−1 ≡ 1(mod𝑛);∀𝑝 | 𝑛 − 1, 𝑎
𝑛−1
𝑝 . 1(mod𝑛)

(2)[(1)的等价定理]存在整数 𝑎满足

gcd(𝑎, 𝑛) = 1, ord𝑛𝑎 = 𝜑(𝑛) = 𝑛 − 1

(3)[(1)的分散形式]对每个素因子 𝑝𝑖 | 𝑛 − 1存在整数 𝑎𝑖 满足

𝑎𝑛−1
𝑖 ≡ 1(mod𝑛); 𝑎

𝑛−1
𝑝𝑖

𝑖 . 1(mod𝑛)

通过上面的定理，可以容易推出，合数和素数的判定算法的复杂度为

𝑂 (log2 𝑛), 𝑂 (log4 𝑛)

素数判定的理论比较稀缺，但伪素数的理论倒是不少，所谓伪素数 (也可以称为概率素数)指包含素数但比
素数集大的数集 (素数的必要条件)，虽然伪素数判定不能判定素数，但可以排除合数，或者判定大概率是素数，
还是举些例子比较好。根据费马小定理，如果 𝑝是素数，则必有 𝑏𝑝−1 ≡ 1(mod𝑝)，但反过来并不成立，由此就
能给出一种伪素数。
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8.3 散列函数

定义 8.1

♣

如果 𝑛满足 𝑏𝑛−1 ≡ 1(mod𝑛)，就称 𝑛是一个 b-基 (费马)概率素数 (base-b probable prime)。如果合数 𝑛是

一个 b-基概率素数，就称它是一个 b-基 (费马)伪素数 (base-b pseudoprime)。

例如有 2341−1 ≡ 1(mod341), 341 = 11 × 31，因此 341是一个费马伪素数，考虑 2000内的所有 2-基伪素数为

{341, 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905}, 𝜋(2000) = 303,
7

303
≈ 0.023

可见伪素数的占比算是较低的了。上面的 𝑏是存在性的，如果我们进行遍历，则有范围更小的一种伪素数。

定义 8.2

♣
如果合数 𝑛满足 ∀gcd(𝑏, 𝑛) = 1, 𝑏𝑛−1 ≡ 1(mod𝑛)，则称它是卡迈克尔数 (Carmichael number)。

它的占比就更小了，在 40000以内所有的卡迈克尔数为

{561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341}, 𝜋(40000) = 4203,
10

4203
≈ 0.0024

当然我们并不需要真的遍历所有的 𝑏来判定卡迈克尔数，考虑因子即可，显然如果 (𝑎, 𝑛) ≠ 1⇒ (𝑘𝑎, 𝑛) ≠ 1，
由此可以削减到与 𝑛的质因子均互素的数，或者说我们有下面的判定定理。

定理 8.3

♡

合数 𝑛 > 2 是卡迈克尔数当且仅当，有分解 𝑛 =
𝑘∏
𝑖=1

𝑝𝑖 , 𝑘 ≥ 3(𝑝𝑖 互不相同) 并且每个奇素数 𝑝𝑖 满足

∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑝𝑖 − 1 | 𝑛 − 1。

简单来说我们将“卡迈克尔数判定”转化成了“因数分解 +整除判定”。下面是几个判定的实例

29341 = 13 × 37 × 61, 13 − 1 | 29341 − 1, 37 − 1 | 29341 − 1, 61 − 1 | 29341 − 1, 29341是迈克尔数

341 = 11 × 31, 𝑘 < 3⇒ 341不是迈克尔数

1905 = 3 × 5 × 127, 3 − 1 | 1905 − 1, 5 − 1 | 1905 − 1, 127 − 1 ∤ 1905 − 1⇒ 1905不是迈克尔数

由于剩下的篇幅不多了1，对于强伪素数检验、欧拉伪素数检验、卢卡斯伪素数简单、ECPP(Elliptic Curve
Primality Proving)等，我就放个关键词，然后自己看着办吧2。

8.3 散列函数
可怕的不是自己的无知，而是对自己的无知一无所知。简介的作用是告诉你有这么一个东西的存在，而不是

真的要教会你这个东西，如果你仅仅通过简介就能搞懂这些复杂的理论，那原来的教程还有存在的必要吗？另

外，如果你只想通过简介或科普就搞懂一个深刻的理论的话，我只能希望你不要成为“民科”。没错，我们最后

的主题竟然不是密码学 (Cryptography)，而是密码学里的散列函数 (Hash Function)。对于密码学我只要告诉你三
个字，你就可以自己去学习了，但我敢保证散列函数的地位会被你忽略掉。

1老板要求不能超过 100页，她说这是概括性的文章，尽可能写精简就行了
2自己用各种方式去查找，应该不需要我来教吧
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8.3 散列函数

定义 8.3

♣

设 𝑅, 𝑆, 𝑇 是三个有限非空集，对每个 𝑟 ∈ 𝑅有映射 ℎ𝑟 : 𝑆 → 𝑇，则称 ℎ𝑟 是 𝑆到 𝑇 的散列函数。𝑅的元素

称为密钥 (key)。如果 ℎ𝑟 (𝑠) = 𝑡，则称为 𝑠在 𝑟 下被散列到 𝑡。

定义其实没啥用，无非就是把一个东西转化为另一个东西，还是得看一些具体得例子，比如计算机里常用的

SHA-1和MD5，它们将一个文件散列成一串十六进制数，也被称为文件校验码，不过我个人认为文件摘要是个
更好的称呼。这两者算法最大的特点是尽可能保证唯一性的情况下去压缩内容，从而形成几乎独一无二的数字

签名。在MD5算法中，𝑆是各种文件的集合，𝑇 是在某个范围内的自然数，至于密钥实际就是MD5中选取的几
个常数，这些常数本身就是在某个范围内可以变动的，只不过由于计算机规范性的要求，使得在算法中，几个常

数变得固定了。散列函数的另一个例子是校验位，比如身份证和 ISBN的最后一位，不过校验这件事在计算机里
基本无处不在，比如下载大量文件后会在本地进行某种摘要计算来与云端进行对比从而有很大的把握判定下载

数据是完整的，这其实基于几个显然的事实，传输不会大量丢失内容，小量的数据变换会引起摘要的剧烈变化。

如果我们给出一串规律数 {1, 2, ..., 𝑛}，那么其经过散列后可能就变得没那么有规律了，从而我们得到了一系
列看似随机的数，我们称其为伪随机数。伪随机数的生成方法其实很多，比如最简单的线性同余生成法

𝑥𝑛+1 ≡ 𝑎𝑥𝑛 + 𝑐(mod𝑚)

通常伪随机都需要一个种子 𝑥0作为开始，一般都是借助现实的随机内容，比如系统时之类的，稍微想想也

明白，如果没有种子，那么在计算机固定的算法下，生成的结果也是固定的，自然就谈不上随机了。下面是线性

同余生成得到随机数的示例

𝑚 = 9, 𝑎 = 7, 𝑐 = 4, 𝑥0 = 3, {3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, ...}

更进一步，还有类似的乘法同余生成

𝑥𝑛 ≡ 𝑎𝑥𝑏𝑛−1 (mod𝑚)

相应的简单例子为

𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑚 = 209, 𝑥0 = 6, {6, 36, 42, 92, 104, 157, 196, 169, 137, ...}

可见C标准库使用的也是同余生成器 𝑥𝑛+1 ≡ 𝑓 (𝑥𝑛)(mod𝑚), 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]，其中可以选择 𝑓 (𝑥) = 𝑥7+𝑥3+1, 𝑥15+
𝑥 + 1, 𝑥31 + 𝑥3 + 1, 𝑥63 + 𝑥 + 1。至此，我们的“数论大观园”结束了。
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