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1 引言

或许在认识非标准分析前，我们需要懂得一些基本的事实。非标准分析不能给你带来超越标

准分析的东西，它仅仅只是一种对待分析的证明方法，任何标准分析或非标准分析中的定义、函

数、谓词、定理等都是有一一对应的，这就是常说的转化原理。因此非标准分析可以给你带来超越

标准分析的证明手段，当我们拥有这个工具时，就能在证明时来回游走于非标准和标准世界中，

从而获得了超越标准的力量。对于预备知识，请读者熟悉标准分析的内容 R = (R; +,×, 0, 1, <)。

2 正文

我们不会采用非主滤子或超结构的方式来引入超实数，而采用大家熟知的无穷小量，虽然

理论稍有偏差，但事实证明其应用起来是完全一致的。

定义 2.1 (无穷小): (1) 对于零领域 0 ∈ U 附近的实函数，如果有 limx→0 f(x) = 0，我们就称

f 是一个无穷小，记所有无穷小的集合为 R′
ε 且记 R′

sim = {0} ∪ R′
ε

(2) 对于任意 f, g ∈ R′
sim，如果有 limx→0

f(x)
g(x)

= 1，则记 f ∼lim g，由数学分析内容可知它

是一个等价关系，故我们可以映入商集

Rε = R′
ε/ ∼lim,Rsim = {0} ∪ Rε

(3) 我们把
Rinf =

1

Rε

= { 1
f
| lim
x→0

f(x) = 0}

中的元素称为无穷大
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值得注意的是极限变量趋势为零就足够了，对于 x → a 只需经过一个平移 f(x+ a) 即可。

我们把

Rfin = R+ Rsim

中的元素称为有限超实数，并把 R∗ = Rfin ∪Rinf 称为超实数。其中有限超实数才是我们讨

论的重点，如果我们能说明 Rfin 是一个整环，那么相应的域构造 R∗ 就是自然的了。

定理 2.1: (1) 有限超实数 Rfin 构成一个整环，其加法为

(r1 + f) + (r2 + g) = (r1 + r2) + (f + g)

其乘法为

(r1 + f)(r2 + g) = (r1r2) + (r1g + r2f + fg)

(2)Rsim 是 Rfin 的理想，且有

Rsim/Rfin ∼= R

读者需要理解一点有限超实数的写法 r + f, r ∈ R, f ∈ Rsim 和复数有点像，因此我们

没必要往上面硬加上序结构，接下来我们将会考虑如何让标准的关系 R ⊂ Rn 对应到非标准

上 R∗ ⊂ Rn∗，这样我们只要把序和函数看成一个关系就能实现两个领域之间的转化了。如果

x, y ∈ R∗ 满足 x− y ∈ Rsim，就称 x 无限接近于 y 并记为 x ≈ y。此时我们有

lim
x→a

f(x) = b ⇔ ∀x ≈ a, f(x) ≈ b

f ′(x)|x=a = b ⇔ ∀dx ∈ Rsim,
f(a+ dx)− f(a)

dx
≈ b∫ b

a

f ′(x)dx = c ⇔ f(b)− f(a) = c

这样我们的非标准分析就建立完毕了，本质上我们只要理解了超实数，所有的一切就都是

自然的了。

3 尾声

十分遗憾地告诉你这篇文章结束了，因为最近随便搜搜的时候发现，国内原来有关于非标

准分析的详细介绍，就是金人麟老师的这篇文章，而且在小破站上连视频都有了，没办法既然

撞内容了，也只能弃掉了。
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http://logic.fudan.edu.cn/doc/Event/2020/jrl2016.pdf
https://www.bilibili.com/video/BV1GV411U71N/
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