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1 导入

魔群月光 (Monstrous Moonshine) 是什么？是一个我目前所见中觉得名字最好听的定理。
虽然它的数学形式并没有想象中的那么美好，或许正是如此导致其不像“费马大定理”和“庞

加莱猜想”那么出名，但为了了却心中的愿望，我决定了解并理解它，此文章的核心内容来自

于 Borcherds[1] 的“魔群月光和魔群 Lie 超代数”[2]。

2 魔群

我想，什么是群、环、域、模？什么是单群？什么是同构？什么是 Jordan–Holder定理？无需我
再去重复了吧，实在不懂的话，要么去看抽象代数的书，要么去看我写的简介性文章 [13, 11, 12]。

定理 2.1 (Classification Theorem for Finite Simple Groups): 每个有限单群都同构于以下中的
一个1

(1) 循环群：Cp

(2) 交错群：An, n ≥ 5

(3)Lie 型单群：
(i) 典型群 (Chevalley 群)：
线性：PSLn(q), n ≥ 2(并排除 PSL2(2), PSL2(3))

1常用记号，n 表示整数，p 表示素数，q 表示素数的幂 pa
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酉：PSUn(q), n ≥ 3(并排除 PSU3(2))
辛：PSp2n(q), n ≥ 2(并排除 PSp4(2))
正交：PO2n+1(q), n ≥ 3(并排除 PO2n+1(2))
PO+

2n(q), PO−
2n(q), n ≥ 4

(ii)Chevalley 群：G2(q), q ≥ 3;F4(q);E6(q), E7(q);E8(q)

(iii)Steinberg 群：2E6(q);
3 D4(q)

(iv) 铃木 (Suzuki) 群：2B2(2
2n+1), n ≥ 1

(v)Ree 群：2G2(3
2n+1),2 F4(2

2n+1), n ≥ 1

(vi)Tits 群：2F4(2)
′

(4) 散在单群：
(i)Mathieu 群：M11,M12,M22,M23,M24

(ii) 晶格群：Co1,Co2,Co3,McL,HS, Suz, J2

(iii)Fischer 群：Fi22, F i23, F i′24

(iv) 怪物群：M,B,Th,HN,He
(v) 贱民：J1, J3, J4,O’N,Ly,Ru

在有限单群分类中，比较乱的是 Lie 型单群，由于其中存在各种同构或嵌入关系，导致分
类中会出现多种版本，而我们选择的是这本书 [9] 的版本，不过我们更关心的是散在单群，Lie
型单群怎么样就随它去吧。
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0, C1, Z1

A5

60

A1(4), A1(5)

A6

360

A1(9), B2(2)′

A7

2 520

A8

20 160

A3(2)

A9

181 440

An
n!
2

A1(7)

168

A2(2)

A1(8)

504

G2
2(3)′

A1(11)

660

A1(13)

1 092

A1(17)

2 448

An(q)
qn(n+1)/2

(n+1,q−1)

n

∏
i=1

(qi+1 − 1)

PSLn+1(q), Ln+1(q)

B2(3)

25 920

A2
3(4)

B2(4)

979 200

B3(2)

1 451 520

B2(5)

4 680 000

B2(7)

138 297 600

Bn(q)
qn2

(2, q − 1)

n

∏
i=1

(q2i − 1)

O2n+1(q), Ω2n+1(q)

C3(3)

4 585 351 680

C3(5)
228 501

000 000 000

C4(3)
65 784 756

654 489 600

C3(7)
273 457 218
604 953 600

C3(9)
54 025 731 402

499 584 000

Cn(q)
qn2

(2, q − 1)

n

∏
i=1

(q2i − 1)

PSp2n(q)

D4(2)

174 182 400

D4(3)

4 952 179 814 400

D5(2)

23 499 295 948 800

D4(5)
8 911 539 000

000 000 000

D5(3)
1 289 512 799

941 305 139 200

Dn(q)
qn(n−1)(qn−1)

(4,qn−1)

n−1

∏
i=1

(q2i − 1)

O+
2n(q)

E6(2)
214 841 575 522
005 575 270 400

E6(3)

7 257 703 347 541 463 210
028 258 395 214 643 200

E6(4)
85 528 710 781 342 640

103 833 619 055 142
765 466 746 880 000

E6(q)
q36(q12 − 1)(q9 − 1)(q8 − 1)
(q6 − 1)(q5 − 1)(q2 − 1)

(3, q − 1)

E7(2)
7 997 476 042

075 799 759 100 487
262 680 802 918 400

E7(3)
1 271 375 236 818 136 742 240

479 751 139 021 644 554 379
203 770 766 254 617 395 200

E7(4)
111 131 458 114 940 385 379 597 233
477 884 941 280 664 199 527 155 056
307 251 745 263 504 588 800 000 000

E7(q)
q63

(2, q − 1)

9

∏
i=1

i 6=2,8

(q2i − 1)

E8(2)
337 804 753 143 634 806 261

388 190 614 085 595 079 991 692 242
467 651 576 160 959 909 068 800 000

E8(3)
18 830 052 912 953 932 311 099 032 439

972 660 332 140 886 784 940 152 038 522
449 391 826 616 580 150 109 878 711 243
949 982 163 694 448 626 420 940 800 000

E8(4)
191 797 292 142 671 717 754 639 757 897
512 906 421 357 507 604 216 557 533 558
287 598 236 977 154 127 870 984 484 770
345 340 348 298 409 697 395 609 822 849
492 217 656 441 474 908 160 000 000 000

E8(q)
q120(q30 − 1)(q24 − 1)

(q20 − 1)(q18 − 1)(q14 − 1)
(q12 − 1)(q8 − 1)(q2 − 1)

F4(2)
3 311 126

603 366 400

F4(3)
5 734 420 792 816

671 844 761 600

F4(4)

19 009 825 523 840 945
451 297 669 120 000

F4(q)

q24(q12 − 1)(q8 − 1)
(q6 − 1)(q2 − 1)

G2(3)

4 245 696

G2(4)

251 596 800

G2(5)

5 859 000 000

G2(q)

q6(q6 − 1)(q2 − 1)

A2
2(9)

6 048

G2(2)′

A2
2(16)

62 400

A2
2(25)

126 000

A2
3(9)

3 265 920

A2
2(64)

5 515 776

A2
n(q2)

qn(n+1)/2

(n+1,q+1)

n+1

∏
i=2

(qi − (−1)i)

PSUn+1(q)

D2
4(22)

197 406 720

D2
4(32)

10 151 968 619 520

D2
5(22)

25 015 379 558 400

D2
4(42)

67 536 471
195 648 000

D2
4(52)

17 880 203 250
000 000 000

D2
n(q2)

qn(n−1)(qn+1)

(4,qn+1)

n−1

∏
i=1

(q2i − 1)

O−
2n(q)

D3
4(23)

211 341 312

D3
4(33)

20 560 831 566 912

D3
4(43)

67 802 350
642 790 400

D3
4(q3)

q12(q8 + q4 + 1)
(q6 − 1)(q2 − 1)

E2
6(22)

76 532 479 683
774 853 939 200

E2
6(32)

14 636 855 916 969 695 633
965 120 680 532 377 600

E2
6(42)

85 696 576 147 617 709
485 896 772 387 584
983 695 360 000 000

E2
6(q2)

q36(q12 − 1)(q9 + 1)(q8 − 1)
(q6 − 1)(q5 + 1)(q2 − 1)

(3, q + 1)

B2
2(23)

29 120

B2
2(25)

32 537 600

B2
2(27)

34 093 383 680

B2
2(22n+1)

q2(q2 + 1)(q − 1)

F2
4(2)′

17 971 200

Tits∗

F2
4(23)

264 905 352 699
586 176 614 400

F2
4(25)
1 318 633 155

799 591 447 702 161
609 782 722 560 000

F2
4(22n+1)

q12(q6 + 1)(q4 − 1)
(q3 + 1)(q − 1)

G2
2(33)

10 073 444 472

G2
2(35)

49 825 657
439 340 552

G2
2(37)

239 189 910 264
352 349 332 632

G2
2(32n+1)

q3(q3 + 1)(q − 1)

M11

7 920

M12

95 040

M22

443 520

M23

10 200 960

M24

244 823 040

J1

175 560

J(1), J(11)

J2

604 800

H J

J3

50 232 960

H JM

J4
86 775 571 046

077 562 880

HS

44 352 000

McL

898 128 000

He

4 030 387 200

F7, HHM, HT H

Ru

145 926 144 000

Suz

448 345 497 600

Sz

O’N

460 815 505 920

O’NS, O–S

Co3

495 766 656 000

·3

Co2

42 305 421 312 000

·2

Co1
4 157 776 806

543 360 000

·1

HN
273 030

912 000 000

F5, D

Ly
51 765 179

004 000 000

LyS

Th
90 745 943

887 872 000

F3, E

Fi22

64 561 751 654 400

M(22)

Fi23
4 089 470 473

293 004 800

M(23)

Fi′24
1 255 205 709 190

661 721 292 800

F3+, M(24)′

B

4 154 781 481 226 426
191 177 580 544 000 000

F2

M
808 017 424 794 512 875
886 459 904 961 710 757
005 754 368 000 000 000

F1, M1

C2

2

C3

3

C5

5

C7

7

C11

11

C13

13

Cp

p

Zp

The Periodic Table Of Finite Simple Groups

Dynkin Diagrams of Simple Lie Algebras

An
1 2 3 n

Bn
1 2 3 n

〈

Cn
1 2 3 n

〉

Dn
3 4 n

1

2

E6,7,8
1 2 3 5 6 7 8

4

F4
1 2 3 4

〉

G2
1 2

〉

Alternating Groups
Classical Chevalley Groups
Chevalley Groups
Classical Steinberg Groups
Steinberg Groups
Suzuki Groups
Ree Groups and Tits Group∗

Sporadic Groups
Cyclic Groups

Symbol

Order‡

Alternates†

∗The Tits group F2
4(2)′ is not a group of Lie type,

but is the (index 2) commutator subgroup of F2
4(2).

It is usually given honorary Lie type status.

†For sporadic groups and families, alternate names
in the upper left are other names by which they
may be known. For specific non-sporadic groups
these are used to indicate isomorphims. All such
isomorphisms appear on the table except the fam-
ily Bn(2m) ∼= Cn(2m).

‡Finite simple groups are determined by their order
with the following exceptions:

Bn(q) and Cn(q) for q odd, n > 2;
A8

∼= A3(2) and A2(4) of order 20160.

The groups starting on the second row are the clas-
sical groups. The sporadic suzuki group is unrelated
to the families of Suzuki groups.

Copyright c© 2012 Ivan Andrus.
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在散在单群中，我们注意到了两个没有以人名命名的群，魔群 M 和小魔群 B，而前者就是
我们这篇文章的研究重点。M 最早在 [5] 中构造，后来在 [4] 中由 Conway 进行了简化。
想必除了实数 R 和复数 C，大家对四元数 H 和八元数 O 应该有一定程度的理解吧，四元

数只是丢失了交换性，还属于结合代数的范畴，理解起来并不困难，所以我们就不讨论了，不

懂的话，我推荐你看这本书 [10]，我们重点来介绍一下八元数，或称为凯莱数。简单来讲，八元
数就是下面形式的数

x∞ + x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4 + x5e5 + x6e6, ∀0 ≤ i ≤ 6, xi, x∞ ∈ R

并且后面的形式 ei 数满足下面的乘法表

表 1: 乘法表
1 e0 = l e1 = i e2 = j e3 = il e4 = k e5 = kl e6 = jl

e0 −1 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2

e1 −e3 −1 e4 e0 −e2 e6 −e5

e2 −e6 −e4 −1 e5 e1 −e3 e0

e3 e1 −e0 −e5 −1 e6 e2 −e4

e4 −e5 e2 −e1 −e6 −1 e0 e3

e5 e4 −e6 e3 −e2 −e0 −1 e1

e6 e2 e5 −e0 e4 −e3 −e1 −1

如果觉得表格记不住的话，可以使用下面的公式

e2n = −1

en+1en+2 = en+4 = −en+2en+1

en+2en+4 = en+1 = −en+4en+2

en+4en+1 = en+2 = −en+1en+4

实际上，每一层代数之间都具有复合递归关系

C = R⊕ Ri

H = C⊕ Cj

O = H⊕Hl

对于复数 Q4 = {1, i,−1,−i}可以形成一个交换群，四元数 Q8 = {1, i, j, k,−1,−i,−j,−k}
可以形成一个非交换群，但八元数呢？连结合性也没有，甚至不能形成一个半群，此时我们需

要一个新的代数结构。
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定义 2.1: (1) 一个 (组合) 拟群 ((combinatorial) quasigroup)(Q, ·) 指集合 Q 配备一个乘法

Q×Q → Q, (x, y) 7→ xy 使得，等式 xy = z 中的任意两个元素可以唯一决定第三个元素。

(2) 一个 (方程) 拟群 ((equational) quasigroup)(Q, ·, /, \) 指集合 Q 配备三个二元运算并

且满足，y \ (yx) = x、x = (xy)/y、y(y \ x) = x、x = (x/y)y。

上面两种方式定义的拟群是完全一样的，它们的对应关系为

xy = z ⇔ y = x \ z, x = z/y

定义 2.2: (1) 如果拟群 (Q, ·) 存在单位元 e 满足 ∀x ∈ Q, ex = x = xe，则称 (Q, ·, e) 是一个
圈 (loop)。

(2)如果圈 (Q, ·)还满足Moufang律，(xy)(zx) = (x(yz))x、x(y(xz)) = ((xy)x)z、((yx)z)x =

y(x(zx))，就把它称为 Moufang 圈。

容易验证八元数 K = {1, e0, ..., e6,−1,−e0, ...,−e6} 形成一个 Moufang 圈。通过 Moufang
圈，我们可以推出交错律：(xy)x = x(yx)、x(xy) = x(xy)、(yx)x = y(xx)，从而八元数 O 形
成 R上的一个 8维交错代数。不过我们需要的是另一种 Moufang圈，对于二进制线性空间 Fn

2，

我们定义 Hamming 距离为

H : Fn
2 × Fn

2 → N,H(x, y) =
n∑

i=1

1|xi−yi|̸=0

即表示分量中不同坐标的个数。一个 ([n, k, d] 型) 二进制码指 Fn
2 的一个 k 维子空间 C 并

且满足 ∀x, y ∈ C,H(x, y) ≥ d；显然 C 可以由 k 个向量生成，则我们可以把其写成一个 k × n

的仅由 {0, 1} 组成的矩阵，并称为这个二进制码的生成矩阵。例如，我们考虑下面的仅由七个
点 {e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6} 组成的 Fano 平面

其上的直线至少包含 3 个点，如果点在线上则记为 1，点不在线上则记为 0，我们记 C 表

示 Fano 平面所有直线构成的整体，则 C ⊂ F7
2 构成一个 [7, 4, 3] 型二进制码，且生成矩阵为
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1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1


所谓的 Golay 码 G24 指由下面矩阵生成的 [24, 12, 8] 型二进制码



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1


这样研究 Golay码有些困难，我们考虑进行一定程度的等价。我们不妨记 F4 = {0, 1, ω, ω}2，

所谓的六进制码 (hexacode)H 指 F6
4 的由下面生成矩阵张成的 3 维子空间
ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω


我们可以把它总结为 [6, 3, 4]型四进制码 (来自于 F6

4)。我们接着考虑 MOG(Miracle Octad
Generator)C6 × F4，它共有 24 个元素，它的每个子集对应一张 4 × 6 的仅有 0,1(元素在子集
内记 1，不在则记 0) 构成的矩阵图。对于每个六进制码 (x1, ..., x6) ∈ H，我们令 xi(1 ≤ i ≤ 6)

匹配集合 Yi = {(i, y)} ⊂ C6 × F4 并且满足 xi =
∑

(i,yj)∈Yi

yj，于是每个 xi 都可以对应四个子集，

例如

xi = 0 ⇒ {(i, 0)}�{(i, 1), (i, ω), (i, ω)}�∅�{(i, 0), (i, 1), (i, ω), (i, ω)}

xi = 1 ⇒ {(i, 1)}�{(i, 0), (i, ω), (i, ω)}�{(i, 0), (i, 1)}�{(i, ω), (i, ω)}

xi = ω ⇒ {(i, ω)}�{(i, 0), (i, 1), (i, ω)}�{(i, 0), (i, ω)}�{(i, 1), (i, ω)}

xi = ω ⇒ {(i, ω)}�{(i, 0), (i, 1), (i, ω)}�{(i, 0), (i, ω)}�{(i, 1), (i, ω)}
2这不是四次循环域，而是 F2 的二次扩域，ω = 1 + ω 并且 ω, ω 是方程 x2 + x + 1 ∈ F2[x] 的两个根
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于是我们将 (x1, ..., x6) 匹配到子集 ∪iYi 并且进一步限制其对应的矩阵图每一列的奇偶性

等于第一行的奇偶性。例如 (0, 1, 0, 1, ω, ω) ∈ H 可以匹配到下面的三张矩阵图
1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1

 ,


1 1 0 0 0 0

1 1 0 0 1 1

1 0 0 1 0 1

1 0 0 1 1 0

 ,


1 1 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1

1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 0 0


显然每一个矩阵图都可以对应到 F24

2 中的一个向量，于是此时六进制码 H 在 F24
2 中的对

应构成了 Golay码 G24。这种对应的好处是方便算出 G24 的权重分布，如果实在搞不懂的话，直

接告诉你结论为

01875912257616759241

注意到 1+759+2576+759+1 = 4096 = 212 = |G24|，所以读者大概也能猜到它的含义了，

其中每一项 ab 表示 |{(x1, ..., x24) ∈ G24 |
24∑
i=1

|xi| = a}| = b，即分量中 1 的个数为 a 的元素的

个数为 b。Mathieu 群 M24 ≤ S24 由下面的三个元素生成

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23)

(3, 17, 10, 7, 9)(4, 13, 14, 19, 5)(8, 18, 11, 12, 23)(15, 20, 22, 21, 16)

(1, 24)(2, 23)(3, 12)(4, 16)(5, 18)(6, 10)(7, 20)(8, 14)(9, 21)(11, 17)(13, 22)(15, 19)

我们可以轻松地构造置换作用 S24 × F24
2 → F24

2 ，从而可得 M24 ⊂ S24 是 G24 ⊂ F24
2 对应的

不变子群。然后，我们定义 P = {−,+} × G24，即给 Golay 码加上了符号位，并规定投影映射

为 P → G24,±d 7→ ±̃d = d，对 x = (x1, ..., x24) ∈ G24 规定 |x| =
24∑
i=1

|xi| 表示分量中 1 的个数，

x ∩ y = (x1y1, ..., x24y24) 表示 F24
2 中的乘法，或者视为二进制中的与运算。P 中的乘法运算为

G24 中的加法运算，并且相应的符号位满足下面的三个等式

d2 = (−1)
|d̃|
4 , de = (−1)

|d̃∩ẽ|
2 ed, (de)f = (−1)|d̃∩ẽ∩f̃ |d(ef)

由于在 F2中有 1+1 = 0+0 = 0，故 d2 = dd = ±d̃+d̃ = ±(0, ..., 0)，即单位元 (0, ..., 0) ∈ G24

对应到 ±1 ∈ P，可以证明上面的三个符号等式唯一确定出 P的乘法运算，并形成一个 Moufang
可逆圈，单位元为 1 ∈ P，此时我们把 P 称为 Parker 圈，这里的可逆3指存在 ∀x ∈ P, ∃x−1 使

得 (x−1)−1 = x, x−1(xy) = y = (yx)x−1。我们把 P 视为类似于 O 的一种“数”，考虑一个三维
子空间 P3 = {(a, b, c) ∈ P3 | abc = 1} 上的自同态

xd : (a, b, c) 7→ (d−1ad−1, db, cd), d ∈ P

yd : (a, b, c) 7→ (ad, d−1bd−1, dc)

zd : (a, b, c) 7→ (da, bd, d−1cd−1)

3由于结合性不一定存在，使用 xx−1 = 1 = x−1x 是不可靠的
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xδ = yδ = zδ : (a, b, c) 7→ ((−1)|ã∩δ|a, (−1)|b̃∩δ|b, (−1)|c̃∩δ|c), δ ∈ G24满足|δ|是偶数

xδ : (a, b, c) 7→ ((−1)|ã∩δ|a−1, (−1)|c̃∩δ|c−1, (−1)|b̃∩δ|b−1), δ ∈ G24满足|δ|是奇数

yδ : (a, b, c) 7→ ((−1)|c̃∩δ|c−1, (−1)|b̃∩δ|b−1, (−1)|ã∩δ|a−1)

zδ : (a, b, c) 7→ ((−1)|b̃∩δ|b−1, (−1)|ã∩δ|a−1, (−1)|c̃∩δ|c−1)

xπ = yπ = zπ : (a, b, c) 7→ (π(a), π(b), π(c)), π ∈ M24是偶置换

xπ : (a, b, c) 7→ (π(a−1), π(c−1), π(b−1)), π ∈ M24是奇置换

yπ : (a, b, c) 7→ (π(c−1), π(b−1), π(a−1))

zπ : (a, b, c) 7→ (π(b−1), π(a−1), π(c−1))

此时我们把由上面元素生成的子群记为 N ≤ End(P3)，我们记

Ω = (1, ..., 1) ∈ P, |Ω| = 24

k1 = yΩz−Ω = xΩz−1 = x−Ωy−1

k2 = zΩx−Ω = yΩx−1 = y−Ωz−1

k3 = xΩy−Ω = zΩy−1 = z−Ωx−1

选择正规子群 K = {1, k1, k2, k3}◁ N，可以证明 N0 = N/K 同构于 M 的极大子群，于是
我们魔群的构造更进了一步。对于加法结构，我们定义商群 G∗

24 = F24
2 /G24，并定义 [d] ∈ G∗

24 的

长度为 |[d]| = minx∈[d] |x|，于是它也有类似的权重分布

0112422763202441771

我们定义换位子 [d, e] = d−1e−1de 并简记 x = x−1, y = y−1, z = z−1，我们将 N 中满足下
面性质的元素

x2
i = 1 = [xi, xj ];

∏
i∈δ

xi = 1, δ ∈ G24, [xd, xδ] = (−1)|d̃∩δ|+ 1
4 |d̃||δ|

x2
d = x

1
4 |d̃|, [xd, xe] = x

1
2 |d̃∩ẽ|, x−d = xxd, xdxe = z

1
4 |d̃∩ẽ|xdexd̃∩ẽ

生成的子群记为 Qx，则有 K1 = {1, k1} ⊂ Qx 且 |Qx| ≤ 226。我们来构造一个晶格 (Leech
lattice)

Λ24 = { 1√
8
(a1, ..., a24) ∈ R24 | ai ∈ Z,

24∑
i=1

ai ≡ 4a1 ≡ ... ≡ 4a24(mod8), (a1, ..., a24)mod4 ∈ G24}

并对于 u, v ∈ Λ24 引入符号 〈u, v〉 = 1
8

∑
uivi, type(u) = 1

2
〈u, u〉，则我们有唯一的一个嵌

入双射 Qx/{1, x} → Λ24/2Λ24 由下面给出

xi 7→ λi = (−3在i处, 1其它位置)
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xd 7→ λd = (2位置在d内, 0其它位置), |d| ≡ 0mod8

xd 7→ λd = (0位置在d内, 2其它位置), |d| ≡ 4mod8

并且满足 [xr, xs] = x⟨λr,λs⟩, x2
r = xtype(λr)。接着定义符号 xr,s = xrxs, x

+
r = xΩ,r, x

−
r =

x−Ω,r，则可以得到它们的对应元素为

λi,j = (4在i处,−4在j处, 0其它位置)

λ+
i,j = (4在i,j处, 0其它位置)

λ+
d,δ = (−2在δ处, 2在d−δ处, 0其它位置)

λ+
d,i = (∓3在i处,±1其它位置)

至此我们已经完成了到魔群的对接，两者相同的证明就看简化的文章 [4]，但为了完整地
构造出魔群我们还是需要原来的内容。前面我们构造了 Leech 晶格 Λ24，实际上它还有一种存

在性的构造，即我们赋予它几个性质，并可以说明它是唯一存在的。所谓的晶格 (lattice) 指
一个自由交换群 Λ = Zr 和其上的一个对称双线性形式 〈, 〉 : Λ × Λ → R。如果双线性形式
满足 〈, 〉 : Λ × Λ → Z 则称晶格是整的 (integral)。设 a1, ..., ar ∈ Λ 是晶格的基，我们把

|Λ| = |(〈ai, aj〉)1≤i,j≤r| 称为晶格的行列式。如果整晶格有 |Λ| = ±1，我们就称晶格是幺模的

(unimodular)。如果幺模晶格满足 ∀a ∈ Λ, 2 | 〈a, a〉，就称晶格是偶的 (even)。通常我们会考虑
Rn 中的晶格，并使用其自带的内积运算 〈x, y〉 =

∑
xiyi，我们记 |a| =

√
〈a, a〉，于是我们有下

面的定理。

定理 2.2 (Leech 晶格): 存在唯一的晶格 Λ24 ∈ R24 满足，Λ24 是偶幺模的并且 ∀0 6= a ∈
Λ24, |a| ≥ 2。

由于 Λ24 是一个交换群，故可以导出自同构群 Aut(Λ24)，此时我们定义

Co0 = {g ∈ Aut(Λ24) | ∀a, b, 〈g(a), g(b)〉 = 〈a, b〉}

令 1,−1 ∈ Aut(Λ24) 分别表示恒等和坐标去负号，我们把 Co1 = Co0/{−1, 1} 称为 Con-
way 群。顶点代数 (vertex algebra) 具有多种性格迥异的等价定义，由于我们的主题是魔群月
光，所以我们采用证明作者 Borcherd 的定义。

定义 2.3: 设 V 是线性空间，且配备了一个无穷个双线性乘法。我们以 n ∈ Z 来区分这些乘法
V ×n V → V, (a, b) 7→ anb = an(b), an ∈ End(V ) 并且满足

(1)∀a, b ∈ V 存在足够大的 n ∈ Z 使得 anb = 0

(2) 存在 1 ∈ V 使得 ∀n ≥ 0, an1 = 0 且 a−11 = a

(3) 乘积满足 Borcherds 恒等式∑
i∈Z

Ci
m(aq+ib)m+n−ic =

∑
i∈Z

(−1)iCi
q(am+q−i(bn+ic)− (−1)qbn+q−i(am+ic))

则把 V 称为一个顶点代数 (vertex algebra)。
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在经典定义中，顶点代数的成分为 (V, |0〉, T, Y )，V = V0 ⊕ V1 称为状态空间，|0〉 ∈ V0 称

为真空向量，T ∈ End(V ) 称为无限转化协变算子，Y : V → End(V )[[z, z−1]] 称为状态场对应，

当然这些成分是存在性的并且满足一定性质。从经典定义到 Borcherd定义，只需状态场对应即
可

Y (a, z) = Y (a)(z) =
∑
n∈Z

anz
−n−1, a ∈ V, an ∈ End(V )

而且这个定义是双向的，其给出了 Borcherd定义到经典定义中的状态场对应，在 Borcherd
定义中存在的 1 对应到经典定义中的 |0〉，而线性变换则是由 T : V → V, a 7→ a−21 = a−2|0〉
给出。所以 Borcherd 定义实际是更为简洁的，不过为了适应各种书籍，我们还是将这些符号全
部用上比较好 (V, 1 = |0〉, T, Y, an)，然后引入进一步的概念

定义 2.4: 设 (V, 1 = |0〉, T, Y, an) 是顶点代数，V = ⊕n∈ZVn 是分次向量空间，满足 dimVn <

∞(有限维) 且足够小的 n 有 Vn = 0，对 v ∈ Vn 我们记 n = wtv(权重) 或者 n = deg v(次数)，
如果存在 ω ∈ V (称之为共形向量)，设

Y (ω, z) =
∑
n∈Z

ωnz
−n−1 = L(z) =

∑
n∈Z

Lnz
−n−2

满足下面的性质

(1)[Virasoro 代数]∃cV ∈ C, [Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + 1
12
m(m2 − 1)δm+n,0cV

(2)[共形权重]L0v = wt(v)v
(3)[转化算子]T = L−1

则称 V 是一个顶点算子代数 (VOA,Vertex Operator Algebra)。

于是通过上面的性质，顶点算子代数可以记为 (V, 1 = |0〉, ω, Y, an)，即两个特殊元 1, ω 和

一个映射 Y，另外性质 (1)也给出了一个常数 cV，我们把它称为顶点算子代数的中心荷 (central
charge)。值得注意的是顶点代数是一个极其庞大的理论，因此我们所能做的就是提一下然后引
出我们的主角，它是顶点代数的一个典例，不过并不是 Heisenberg代数，而是月光模 (moonshine
module)V ♯。Lie代数挺熟悉的吧？就是把代数上的乘法结构替换成了括号 [, ]并满足一系列的性

质，线性空间的自同态 End(V )上自带一个 Lie代数结构 [A,B] = AB−BA，因此我们在之前能

轻松地使用符号 [Lm, Ln]。对于一个域 F 上的 Lie代数 g，它作为一个向量空间于是我们自然可

以拿出其上的一个对称双线性形式 〈, 〉 : g× g → F，并假设其是 g不变的 〈[x, y], z〉 = 〈x, [y, z]〉；

F [t, t−1] 是 F 上的交换结合代数，由洛朗级数组成
t∑

n=k

ant
n, an ∈ F；F 1 表示 F 上的一维线

性空间，于是我们可以构造一个新的线性空间

ĝ = g⊗F F [t, t−1]⊕ F 1

并定义其上的乘法 〈, 〉 : ĝ× ĝ → ĝ 为

∀g ∈ ĝ, c ∈ F 1, [g, c] = [c, g] = 0

∀x, y ∈ ĝ, f, g ∈ F [t, t−1], [x⊗ f, y ⊗ g] = [x, y]⊗ fg + 〈x, y〉(df · g)0
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从而形成一个 Lie 代数，我们把 ĝ 称为 (g, 〈, 〉) 的仿射代数 ((untwisted) affine algebra)。
接着我们只考虑复空间 F = C，为了区分两个一维复线性空间，我们加一个尾巴 Cc1,Cc2 以示
差别，并继续构造 Lie 代数为

g̃ = ĝ⋊C1 = g⊗C C[t, t−1]⊕ Cc1 ⊕ Cc2

[x⊗ tm+ac1+ bc2, y⊗ tn+a′c1+ b′c2] = [x, y]⊗ tm+n−x⊗ b′mtm+ y⊗ bntn+ 〈x, y〉mδm+n,0c1

这是一个十分重要的仿射 Kac-Moody代数，我们来介绍一番吧。如果矩阵 A = (aij)满足，

aij ∈ Z、aii = 2、aij ≤ 0, i 6= j、aij = 0 当且仅当 aji = 0，则称 A 是广义嘉当矩阵，我们把

由广义嘉当矩阵生成的 Lie 代数称为 Kac-Moody 代数，如果存在 u � 0(即所有坐标大于 0)
使得 Au = 0，则称这个 Kac-Moody 代数是仿射的。

定义 2.5: (1)设 g是复半单 Lie代数，如果一个复子空间 h ⊂ g满足，∀h1, h2 ∈ h, [h1, h2] = 0、

∀x ∈ g(∀h ∈ h, [h, x] = 0 ⇒ x ∈ h)、∀h ∈ h, adh 可对角化，则称 h 是 g 的 Cartan 子代数。
(2) 如果一个非零线性函子 α : h → C 满足 ∀h ∈ h, ∃x ∈ g, [h, x] = α(h)x 则称 α 是 g 的

一个根。于是定义根空间为

gα = {x ∈ g | ∀h ∈ h, [h, x] = α(h)x}

我们用 Φ 表示 g 所有根构成的集合，则可以证明一个重要的分解定理

g = h⊕ (⊕α∈Φgα)

我们假设 g 有限维单 Lie 代数，则容易得到 dim gα = 1 且 [h, gα] = gα。我们设 ∆ =

{α1, ..., αr} ⊂ Φ, r = dim h 是基，即任意根都可以由它们以整系数线性表示，我们把自由交换

群

Q = Zα1 ⊕ ...⊕ Zαr

称为 g 的根格 (root lattice)。在上面的基础上，我们进一步构造 g̃ 的一个子代数为

h̃ = ⊕n<0(h⊗ tn)

从而构造一个 g̃-模为 (其中 S(V ) 表示线性空间 V 上的对称代数)

VQ = S(h̃)⊗C C[Q]

具体内容需要给出作用 g̃ × VQ → VQ，对于 g ⊗ tn, g /∈ h 或 ac1 + bc2 均为恒等映射，

故主要考虑 h ⊗ tn ∈ g̃, h ∈ h。当 n = 0 时，有 1 ⊗ h(0)(VQ)，1 ∈ End(S(h̃)) 为恒等映射，
h(0) ∈ End(C[Q]) 满足 h(0)eγ = γ(h)eγ，其中 γ ∈ Q 且 eγ 作为群代数 C[Q] 的基；当 n 6= 0

时，有 h(n)⊗1(VQ)，1 ∈ End(C[Q])为恒等映射，h(n) ∈ End(S(h̃))满足，n < 0时乘以 h⊗ tn，

n > 0 时求导。考虑 xα ⊗ tn ∈ g 在 VQ 上的作用可以得到一个自同构 xα(n) ∈ End(VQ)，从而

我们可以往顶点代数进行靠拢
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Y (α, z) =
∑
n∈Z

xα(n)z
−n−1

基础的代数内容复习地差不多了，接下来我们的目的是说明 Λ24 是某个 Lie 代数的根格，
实际上在整个系统中起作用的是 Cartan 子代数 h，因此我们不如直接从格把它构造出来

VΛ = S(h̃)⊗Z C[Λ24], h = Λ24 ⊗Z C

我们记 Λ̂ = Λ24/2Λ24，通过分解 C[Λ24] = C[Λ̂]/(κ+1)C[Λ̂] 我们得到一个 κ ∈ Λ̂，或简单

点我们让它来自下面的正合列

1 → 〈κ〉 → Λ̂ → Λ24 → 1

此时我们任意选取一个 Λ24-模为 T 满足 ∀v ∈ T, ∃ξ, κv = ξv，于是可以构造一个扭空间为

V T
Λ = S(h̃)⊗Z+ 1

2
T

接着我们令 θ0 在这两个空间上的作用为

θ0 : Λ̂ → Λ̂, a 7→ a−1κ
⟨a,a⟩

2

θ0 : VΛ → VΛ, x⊗ i(a) 7→ θ0(x)⊗ i(θ0(a))

θ0 : V
T
Λ → V T

Λ , x⊗ τ 7→ −θ0(x)⊗ τ

对于作用 σ : V → V 我们使用 V σ 表示不变子空间，于是我们定义

V ♯ = V θ0
Λ ⊕ (V T

Λ )θ0

并把它称为月光模 (Moonshine module)。月光模 V ♯ 具有顶点算子代数的结构，其存在一

个中心荷为 24 的共形向量，并且有着相应的分次结构分解

V ♯ =
⊕
n∈Z

V ♯
n

我们可以得到一些简单的结论 ∀n < −1, V ♯
n = 0，且有

dimV ♯
−1 = 1, dimV ♯

0 = 0, dimV ♯
1 = 196884

我们把 B = V ♯
1 称为 Griess 代数，实际上我们有

∑
n∈Z

(dimVn)q
n = J(z) = q−1 + 0 + 196884q + ..., q = e2πiz, z ∈ H

虽然大家可能经常见到这个魔群与模形式的联系式，但这并不是魔群月光猜想的内容，我

们还是继续来构造魔群吧。最简单的方式就是 Griess 代数上的等距自同构

M = {σ ∈ Aut(B) | 〈σ(x), σ(y)〉 = 〈x, y〉}
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另一种定义可以推出这个性质，或者说我们以这个为定义可以推出下面的性质 (一个正合
列)

1 → Λ̂/K → C → Co1 → 1,K = {θ0(a)a−1 | a ∈ Λ̂}

M = 〈C, σ〉 ⊂ Aut(V ♯), σV ♯ = V ♯, σ2 = 1

其表示魔群 M 是 Conway 群 Co1 过 Λ̂/K 的扩张进一步扩大生成的群，所以虽然魔群 M
是单群，但这只意味着它没有正规子群，子群倒是一大堆，下面是散在单群的包含关系

其中只有 6 个贱民不是它的子群。我知道就算到了这里，你对魔群 M 也是懵懂的，要想
真正完全搞懂这个群，最好的办法是给出乘法表，但奈何这个群太大不好给出，不过可以通过

表示算出来，即Python 实现。在魔群月光猜想证明的文章中，作者也说了，“幸运地是我们不
需要知道太多构造的细节”，换句话说，我们讨论魔群，使用魔群，需要的是它的性质，需要的

是我们站在巨人的肩膀上，而不是从繁琐的定义中寻找微乎其微的出路。

3 猜想

知道了月光模 V ♯ =
⊕

n∈Z V
♯
n 和魔群 M 这两个对象就能开始探究我们的魔群月光猜想了，

另外读者还需要知道，我们导出魔群是将其视为某个线性空间上的自同构子群，通过这种方式，

在给出魔群定义的时候就已经自带了一个表示

ρM : M → GL(V ♯)

或者写成群作用的形式 M × V ♯ → V ♯, (g, v) 7→ gv，它是魔群的一个无限维表示。关于

SL2(Z) 和模形式的那些事，我觉得没有重复的必要，简单来讲任一同余子群 Γ ⊂ SL2(Z) 在扩
充半平面上的作用 Γ \H(H = H ∪Q ∪ {i∞}) 可以形成一个紧黎曼曲面。对于群 G ⊂ SL2(Z)，
如果黎曼面 G \H 的亏格为 0，则称 G 的亏格为零，此时根据单值化定理，存在黎曼面同构

JG : G \H → PC1

12
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显然它可以看成关于同余子群 G的模函数大军中的一员，(不一定是模形式)因为上述的两
个集合都包含了无穷原点，所以非全纯是完全有可能的，另一方面这个同构至少有两个可控参

数系数 aJG ∈ End(G\H, PC1)和常数项 JG+ b ∈ End(G\H, PC1)，所以我们进一步限制首系

数为 1且常数项为 0，从而得到了唯一的黎曼面同构，我们把它称为 G的典型同构 (normalized
Hauptmodul)。下面是几个典型的例子

JΓ0(2)(z) = q−1 + 276q − 2048q2 + 11202q3 − 49152q4 + 184024q5 + ...

JΓ0(13)(z) = q−1 − q + 2q2 + q3 + 2q4 − 2q5 − 2q7 − 2q8 + q9 + ...

JΓ0(25)(z) = q−1 − q + q4 + q6 − q11 − q14 + q21 + q24 − q26 + ...

请读者注意椭圆曲线得到的不变量 j(z) = 1728g3
2(z)

∆(z)
和魔群中见到的 J(z) = JSL2(Z)(z) 的

关系为 j(z) = J(z) + 744。对于 g ∈ M，在表示 ρM : M → GL(V ♯) 中根据分次的特性，我们

可以对应地把表示矩阵也给直和分解了

ρ(g) =
⊕
n∈Z

(g|V ♯
n)

根据之前的特性可知 g|V ♯
−1 是单值，g|V

♯
0 为空，g|V

♯
1 为 196884 阶方阵并对应 Griess 代数

B 上的表示等等，此时可以构造一个复级数

Tg(z) =
∑
n∈Z

tr(g|V ♯
n)q

n = q−1 + tr(g|V ♯
1 )q + tr(g|V ♯

2 )q
2 + ...

我们把它称为 g 的 McKay-Thompson 级数，显然如果取单位元 g = 1 则有 tr(g|V ♯
n) =

dimV ♯
n，则有 T1(z) = J(z)，因此如果我们试着把上面的联系进行推广的话就得到了我们的魔

群月光猜想。

命题 3.1 (Conway-Norton conjecture): 对每一个 g ∈ M，存在一个亏格为 0 的子群 G ⊂
SL2(R) 使得

Tg(z) = JG(z)

你可能注意到了上面的群有点不太一样，实际上，我们要给 G ⊂ SL2(R) 加上一个可被
SL2(Z) 约化 (commensurable)，简单来讲就是下面的两个指数是有限的

[SL2(Z) : SL2(Z) ∩G], [G : SL2(Z) ∩G]

从而我们可以说明 G \H 同样可以形成一个紧黎曼曲面，进而可以得到一个 Hauptmodul，
也就是说后面的内容不过是附加的罢了，干脆得到所有的 Hauptmodul，并说明所有的 McKay-
Thompson 级数都是 Hauptmodul 也是没问题的。

4 证明

你觉得我真的会讲证明吗？当然不会了，因为就算是 Borcherds 自己的内容也是不够支撑
完整证明的，需要很多前人的经验做铺垫，因此我所能做的就是告诉证明的基本路径并告诉你，

Borcherds 完成了一些什么样的工作。
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魔群内容

|M| = 246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71

设子群 Γ0(N) ≤ SL2(R)，我们记正规化子为

N (N) = NSL2(R)(Γ0(N)) = {a ∈ SL2(R) | aΓ0(N)a−1 = Γ0(N)}

设 h 是满足 h2 | N 的 24 的最大因子，并做因式分解 N = hn，接着我们再记一个子群

T (N) = {

(
a b/h

cn d

)
∈ SL2(R) | a, b, c, d ∈ Z, ad− bcn/h = 1}

则有 Γ0(N)◁ T (N)，因此 T (N) ⊂ N (N)。显然在 SL2(R) 中，T (N) 与 Γ0(n/h) 是共轭

的，还能证明分解

N/T ∼= Z2 × ...× Z2

同构右边因子 Z2 的个数为 n/h 中不同素因子的个数，于是在魔群月光中，我们会限制群

G 进一步满足条件

∃N,T (N) ⊂ G ⊂ N (N)

当 N = p 为素数时，h = 1, T (N) = Γ0(p) 且有

[N (p) : T (p)] = 2

在 [8] 中证明了，N (p) 的亏格为 0 当且仅当

p ∈ {2, 3, 5, 7, 11, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 47, 59, 71}或p | |M|

因为认为魔群和模形式具有联系是十分自然的想法，另一方面我们对诱导出 Hauptmodul
的群的限制也是合理的。我们注意到相似矩阵的迹是相同的，因此共轭元表示的迹也是相等的，

更进一步，我们有

∀h ∈ M, Tg(z) = Thgh−1(z)

因此考虑魔群月光时，我们主要应该关注共轭类中的代表元，我们先来考虑 M中有哪些共
轭类？总共有 194个 (其对应 194个不可约复表示)，在这里可以看到所有的共轭类，它们一般以
“数字 (1-119)4+字母 (A-J)5”进行表示，例如 1A、2B、6E等，它可以由两个元 a ∈ 2B, b ∈ 3B

进行表现 (来自这里，注意不是表示)

(Hurwitz group)M = 〈a, b | a2, b3, (ab)7〉
4表示元素的阶
5区别相同阶下不同的共轭类
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它还有一种通过 Coxeter 群 Y443 的表现，比较复杂，有兴趣的读者可以看这篇文章 [6,
7]。在共轭类表中还展示了中心化子的大小，例如 |CM(1A)| = |M|，因此其共轭类的大小为
|M|/|CM(1A)| = 1，实际上这个共轭类 1A 包含的就是 M 的单位元。上面我们说群 T (N) ⊂
G ⊂ N (N) 是存在性的，而这个存在性是可以构造的，令 g ∈ M，设 N 是满足下式的最小正整

数 (此处的作用方式为模群元素作用于模函数)(
1 0

N 1

)
Tg(z) = Tg(z)

设 n 是 g 的阶 (即 gn = 1, gk 6= 1, 1 ≤ k < n)，则有 n | N，再令 h = N/n，则进一步有

h | 24，此时可以构造出群为

Gg = {A ∈ SL2(R) | ∃ζ ∈ C, ζh = 1, ATg(z) = ζTg(z)}

此时就能通过这个群导出 JGg
(z) 了，从构造方式来看 JGg

= Tg(z) 的可能性确实很大。有

了这些基础，我们来说一下魔群月光猜想提出的论文 [3] 中一些重要表的含义。表 1，就是一系
列数字

1, 196883, 21296876, 842609326, 18538750076, 19360062527, 293553734298, ...

它是 M 全部不可约表示的维数，表 1a，是 j(z) 函数的系数 ai = dimV ♯
i (−1 ≤ i ≤ 24) 和

前几个分次表示的不可约分解，例如第七行

333202640600 a5,H5 = 4 5 3 2 1 1 1

说明 j(z) = q−1 +744+ ...+333202640600q5 + ..., dimV ♯
5 = 333202640600，并且有相应的

表示分解

dimV ♯
5 = 4·1+5·196883+3·21296876+2·842609326+18538750076+19360062527+293553734298

表 2，是共轭类的一些性质，“name”和“symbol”顾名思义，“primepowers”表示素数次指
数映射可能落在的共轭类，“F”原文献找不到了无从考证，不过目前来看起不来什么作用，“D”
和“C”都是 g ∈ M 对应导出的同余子群 Gg ≤ SL2(Z) 的两个性质，可以用来区分拥有相同阶
的共轭类，例如 26A 和 26B，它们导出的同余子群的尖点个数分别是 1 和 2，最后是中心化子
的阶数，使用“魔群阶数除以中心化子的阶数”可以得到共轭类的元素个数。表 2a，是几个具
体的中心化子实例，主要由一些常见群构造出来。表 3和表 3a，是诱导出的模形式的一些性质，

我们基本用不到。真正在证明中起作用的是表 4，它给出了诱导模形式 JGg
(z) =

∞∑
i=−1

cg(i)q
i 的

前 12 个系数 cg(i),−1 ≤ i ≤ 10，第一个系数 cg(−1) = 1 是固定的，第二个系数 cg(0) = 0 本

来应该也是固定的，但这样就太浪费格子了，于是就令它表示 Rademacher 常数，这是什么我
也不知道，不过它与我们的证明没啥关系就别管了。
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复现公式

在魔群月光中起决定证明作用的是复现公式 (replication formulae)，其意思是通过几个数来

复现整个函数。这种性质在模形式中，我们其实是见过的，比如对于特征模形式 f(τ) =
∞∑
i=1

aiq
i ∈

Mk(N,χ)，我们只需要知道素数处的系数 ap 就能算出所有整数处的系数

a1 = 1, apr = apapr−1 − χ(p)pk−1apr−2 , amn = aman, (m,n) = 1

而我们的希望就是让复现公式发生在“Thompson 级数”和“Hauptmodul”上，前者就是
Borcherds 的主要工作，而后者由于那时模形式的蓬勃发展，导致分散在各个作者中，我们先来
讲一讲复现公式的通论，主要在模形式 Hauptmodul 这边。如果离散子群 G ≤ SL2(R) 满足，

∃N,Γ0(N) ≤ G 且

(
1 t

0 1

)
∈ G ⇒ t ∈ Z，我们就称 G 是月光型的 (moonshine-type)。我们给

定一个函数 f(z) = q−1 +
∞∑

n=1

anq
n, q = e2πiz，可知对每个 n ∈ N 存在唯一的首一多项式 Fn(z)

使得

q → 0, Fn(f(z)) =
1

qn
+O(q)

我们将其称为 f 的 Faber 多项式，实际上，它具有生成函数

qf ′(q)

z − f(q)
=

∞∑
n=0

Fn(z)q
n

可以算得

F0(z) = 1, F1(z) = z, F2(z) = z2 − 2a1, ..., Fn+1(z) = zFn(z)−
n−1∑
k=1

an−kFk(z)− (n+ 1)an

定义 4.1: 设 H 上的函数 f(z) = q−1 +
∞∑

n=1

anq
n。如果对任意正整数 n 和 a | n，存在与 f(z)

相同形式的函数 fa(z) 满足

∀n ≥ 1, Fn(f(z)) =
∑
ad=n
0≤b<d

fa(
az + b

d
)

则称 f 是一个复现函数 (replicable function)

比如 J(z) 就是一个复现函数，只不过存在的函数均相等 Ja(z) = J(z)，即有

Fn(J(z)) =
∑
ad=n
0≤b<d

J(
az + b

d
)

定理 4.1: 我们记 Fn(f(z)) =
1
qn

+n
∞∑

m=1

Hm,nq
m 则，f(z)是复现函数当且仅当，对任意 mn =

rs, (m,n) = (r, s) 均有 Hm,n = Hr,s。

16



对 f(z) = q−1 +
∞∑

n=1

anq
n 的显然系数公式是 an = Hn,1，有关复现函数的一个核心猜想是

猜想 4.2: 任意有理系数的复现函数 f(z)，要么是月光型同余子群 G的 HauptmodulJG(z)、要

么是以下三种函数之一 (f(z) = q−1, f(z) = q−1 + q, f(z) = q−1 − q)。

它其实是魔群月光反过来的猜想，通论虽然还有许多有趣的东西，但我们还是尽快回归正题

吧，复现函数最重要的性质就是少量系数的级数决定性质。我们记 g ∈ M 对应的 Hauptmodul

为 JGg
= q−1 +

∞∑
n=1

cg(n)q
n，则有下面四个复现公式 (k ≥ 1)

cg(4k) = cg(2k + 1) +
1

2
cg(k)

2 − 1

2
cg2(k) +

k−1∑
j=1

cg(j)cg(2k − j)

cg(4k + 1) =cg(2k + 3)− cg(2)cg(2k) +
1

2
cg(2k)

2 +
1

2
cg2(2k)

+
1

2
cg(k + 1)2 − 1

2
cg2(k + 1) +

k∑
j=1

cg(j)cg(2k + 1− j)

+
k−1∑
j=1

cg2(j)cg(4k − 4j) +
2k−1∑
j=1

(−1)jcg(j)cg(4k − j)

cg(4k + 2) = cg(2k + 2) +
k∑

j=1

cg(j)cg(2k + 1− j)

cg(4k + 3) =cg(2k + 4)− cg(2)cg(2k + 1)− 1

2
cg(2k + 1)2 +

1

2
cg2(2k + 1)

+
k+1∑
j=1

cg(j)cg(2k + 3− j) +
k∑

j=1

cg2(j)cg(4k + 2− 4j)

+
2k∑
j=1

(−1)jcg(j)cg(4k + 2− j)

公式看得眼花缭乱了，其实不要紧，只要知道这样一件事实，如果我们知道了所有 g ∈ M对
应的系数 cg(1), cg(2), cg(3), cg(5)，就能计算出所有 cg(i), i = 4, i > 5，至于 cg2(i)也不要紧反正

它也是 M 中的元素。对于所有 Hauptmodul 的复现公式，由 M.Koike 在论文“On Replication
Formula and Hecke Operators”中证明，但这篇文章已经无从考证，找不到了，鉴于它是研究
较为深入的模函数的内容，就姑且当它是对的吧。

完成证明

通过上面的内容我们知道，要想完成魔群月光的证明，只需要完成两件事，一是证明 Thomp-
son 级数的复现公式，二是前几项系数的比较，后者有多种方式来计算，比如直接从表示，又或
者通过 Dedekind函数 η(z)等等，所以证明的核心放在了第一件事上，而这也正是 Borcherds在
证明论文 [2]中 3-8节的主要工作 (有些性质分散到了 Borcherds的一些其它的文章中)，第 9节
就是叙述我们所说的证明过程。由于在代数这边，我们并不具备分析性质，所以 Thompson级数
复现公式的证明和 Hauptmodul 复现公式的证明并不是一回事，在已有内容的前提下，前者显
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然更困难些。证明过程就不讲了，用到了广义 Kac-Moody代数、无鬼定理 (No-ghost theorem)、
魔群 Lie 代数 (monster Lie algebra) 等工具，最终的结果都是得到复现公式的核心推导用公式

p−1exp(−
∑
i>0

∑
m>0,n∈Z

Tr(gi | Vmn)
pmiqni

i
) =

∑
m∈Z

Tr(gi | Vm)pm −
∑
n∈Z

Tr(gi | Vn)q
n

从这个公式推出 4 个复现公式，其实还有较长的一段路，不过都是共用的性质，所以在论
文中也没有说明推出过程，据说详细的过程在 M.Koike 的那篇论文里，所以我也没办法把它写
出来，就只能到此为止了。

5 尾声

遗憾地告诉你，有关魔群月光的内容全部结束了，由于参考资料的过于稀缺，这也是无可

奈何的，还请见谅。
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