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1 引言

在这篇文章中，我们讨论的主题是几何(Geometry)，而两个前缀代数(Algebraic)和分析(Analytic)代

表了现代几何的两个研究方向，我们的目的是使读者对当今的几何理论有一个全面的认识，并

理清各个几何理论间的联系。全文共有四个部分，在热身篇中，我们将分别认识代数几何和分

析几何的前身，并且引入现代几何的基本抽象结构——拓扑；在基础篇中，我们将带领大家从

层理论的角度来理解现代的几何结构；而最后的代数篇和分析篇中，则介绍我们的核心内容。

2 热身:知识回顾

2.1 计算的工具——线性代数

2.1.1 抽象转化

通常大家所学的线性代数，其实就是研究矩阵(Matrix)，矩阵嘛，就是将数字排成一个表，

然后就可以进行各种运算了，比如加减法Am×n ± Bm×n、乘法Ar×sBs×t、数乘kA、转置A
T、

行列式det(An×n)或|An×n|、迹Tr(An×n)、逆A
−1
n×n, |An×n| ≠ 0等等，如果是复矩阵1还能定义，

共轭A、共轭转置AH = AT。顺便还能定义一些特殊矩阵，比如单位阵I、零矩阵O、对称矩

阵A = AT、共轭对称2矩阵A = AH、对合矩阵A2 = I、幂等矩阵A2 = A、幂零矩阵Am =

O,∃m ∈ N、幂幺矩阵Am = I, ∃m ∈ N、正交矩阵A−1 = AT、酉矩阵(么正矩阵)A−1 = AH、

对角矩阵diag(a11, ..., ann)、正定矩阵x
TAx > 0,∀x ∈ Rn，有些定义其实是有条件的比如逆

1实际上，实矩阵看成复矩阵也一样可以定义的，只是没啥意义就是了
2有时也把共轭转置称为厄米(Hermitian)转置，相应的对称称为厄米矩阵，笔者认为这没必要，对于简单的事物还是以特性称

呼更好
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矩阵要求矩阵必需是方阵且可逆3，正定矩阵要求实对称，这些都是很容易看出来的。矩阵之

间的关系也是很重要的，比如相似A = P−1BP,∃P、相合A = PHBP,∃P，研究关系变换所
保持的特征量也很重要。在上述概念基础上，矩阵的另一个重要内容是，研究方阵的特征值

和特征向量，核心就一个式子Av = λv和一个特征多项式|A − λI|。或许很多人在初学矩阵的
时候，好像就两个核心应用，一是用克莱姆(Cramer)法则来解多元线性方程，二是研究二次

型P (x) = xTAx理论。矩阵论还有一个重要的内容是秩(rank)，为什么我们一直没有提它呢，

向量、向量的线性相关都是可以很好定义的，把矩阵中线性无关向量的最大个数称为秩也是一

件很容易的事。我们回忆一下，在[1]中，我们曾经给出了下面的数学基本框架图。

矩阵论正是现世数学中的对象，但我们必需指出一点，矩阵作为一个基本对象，它的公

理依赖性过高，比如实数上的矩阵，它必需要先完成实数的定义，而从序数公理(Peano ax-

ioms)构造出实数来有一段漫长的过程，这样矩阵作为一个基本对象是不合格的，因为通常我

们研究矩阵不会去关心矩阵的内容，而是矩阵的表性，换言之实数的性质是没有用的，但因

为这样拖累了矩阵的前进是不划算的。我知道你可能还是一脸迷糊，简单粗暴地来说，对于矩

阵你是更愿意写成一个符号A，还是一个数字表格呢。将矩阵的研究放到幻世数学中，我们才

能对矩阵有本质的深入研究，当然学习现世矩阵本身是很重要的，因为它是理解幻世的基础。

接下来我们将借助幻世的代数结构来发现矩阵，这样它只会依赖于集合论公理，性质将更为本

质，有关群和环的内容我们在[1]中已经讨论得很详细了，所以我们将直接从域开始。

所谓的域F，其实就是一个有加法a + b和乘法ab的抽象系统，首先加法构成一个交换群，

单位元记为0，逆元记为−a，其次F − {0}和乘法也构成一个交换群，单位元记为1，逆元记

为a−1，最后再加上一个两种运算间的分配律作为联系，虽然有不少等价定义，但笔者认为这

样的看法是最自然的。至于域之间的同态可以直接由它作为幺环的同态继承过来，即保持加

3可逆，也可以说成非奇异，指的是行列式非零
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法、乘法和1，当同态是一个可逆的映射时就变成了同构，这些都是比较基本的内容，我们接

下来可以进入主题了。

定义 2.1: 设k是域

(1)如果一个交换群(V,+,0)，与k有数数数乘乘乘运算k × V → V, (a, v) 7→ av并且满足∀a, b, 1 ∈
k, u, v ∈ V有，a(u+ v) = au+ av、(a+ b)v = av + bv、(ab)v = a(bv)、1v = v，则称V是k上

的线线线性性性空空空间间间或向量空间，在这个系统中我们把k和V的元素分别称为标标标量量量和向向向量量量

(2)设V是k上的线性空间，如果U ⊂ V满足，0 ∈ U、u1, u2 ∈ U ⇒ u1 + u2 ∈ U、u ∈
U, a ∈ k ⇒ au ∈ U，则称U是V的子子子空空空间间间。

线性空间里的元素就是我们中学所学向量的抽象代表，它包含了向量所拥有的性质，我们

需要注意到这里有两个加法群，域的零元(加法群的单位元)0和线性空间的单位元0是完全不同

的存在，但接下来为了使我们的抽象结构更加统一，我们就和加法一样把0记为0，至于怎么区

分直接看运算。我们之所以把群区分为加法群和乘法群，主要是因为环结构的需要，而更近一

步的结构，我们基本遇不到了，主要因为它们基本都可以由加法和乘法推出，其实线性空间上

也可以加上一个乘法结构。

定义 2.2: 设A是域F上的一个线性空间，如果有个乘法运算A×A → A, (a, b) 7→ ab满足∀a, b, c ∈
A, k ∈ F有，a(b + c) = ab + ac、(a + b)c = ac + bc、(ka)b = a(kb) = k(ab)，则称A是F上的
代代代数数数

在代数的最后一条性质中，实际上就是说明数乘运算与乘法运算是如何进行交互的。“代

数”这个抽象结构，就像它的名字那样，已经算是一个定义在代数顶端的结构了。是吗？难道

不能在“代数”这个结构上再定义一个矩阵空间啥的吗？其实类似的问题，我们在[1]的范畴论

那章也讨论过，范畴之上有函子，函子之上有自然变换，自然变换之上只能回到范畴，我们的

目的就是为了防止无限定义。同样地，域之上有线性空间、线性空间之上有线性变换、而线性

变换则回到了环，域和环从结构上是一脉相承的只是性质稍微多了点而已。不过在此之前，我

们先来引入线性空间上的一些重要内容。

定义 2.3: 设V是域k上的一个线性空间，X = {v1, ..., vn} ⊂ V是一个向量集
(1)我们把形如v = a1v1+...+anvn, ai ∈ k的向量v称为X = {v1, ..., vn}的一个线线线性性性组组组合合合，我

们把X = {v1, ..., vn}所有线性组合构成的集合记为⟨v1, ..., vn⟩或⟨X⟩，并称为由X = {v1, ..., vn}张
成的子空间

(2)如果存在非全零标量a1, ..., an ∈ k(∃i, ai ̸= 0)使得
∑n

i=1 aivi = 0，则称X = {v1, ..., vn}是
线线线性性性相相相关关关的，否则称为线线线性性性无无无关关关的

(3)我们把V中元素个数最大(可能是无穷)的线性无关向量集称为V的一组基基基，而这个最大

值称为V的维维维数数数，并记为dimk(V )或dim(V )

(4)设W是域k上的线性空间，如果映射T : V → W满足∀u, v ∈ V, a ∈ k有，T (u + v) =

T (u) + T (v)、T (av) = aT (v)，则称T是一个线线线性性性变变变换换换。如果T还是一个双射，则称T是非非非奇奇奇异异异

的的的或是一个同同同构构构。如果存在非奇异线性变换T : V →W则记W ∼= V

(5)容易定义线性变换T : V → W的核核核kerT = {v ∈ V |T (v) = 0}和像像像imT = {w ∈
T |w = T (v),∃v ∈ V }。容易证明它们构成子空间，我们把核ker(T )的维数称为T的零零零度度度，把
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像im(T )的维数称为T的秩秩秩。

在定义(3)中，我们充分利用了集合论的性质，有些作者喜欢将张成V的线性无关向量集称

为基，此时需要证明所有基的元素个数都是相等的，这样才能把基中元素的个数称为维数。使

用(3)的定义我们也无需考虑线性无关向量集的存在性，如∅可以看成零维、域k可以看成一维，
当然在证明一些定理时有些不便，但我们倒是无所谓就是了。实际上，由于域和环的抽象结构

是类似的，我们可以定义域上线性空间和线性变换在环上的类似物，即模和模同态，但我们依

旧选择在域上研究，因为域上线性空间有个重要定理，对于环上模而言是没有的。

定理 2.1: 如果V是域k上的n维线性空间，则V ∼= kn。

由于环没有类似的性质，所以我们要给出类似性质的模，我们通常将幺环R上同构于Rn的

模称为秩为n的自由模，由于我们给出的是幺环，没有交换性，所以此处的模通常指左模。上

述性质对于构造矩阵是十分重要的，所以通常我们在域的层面讨论矩阵，而不在环上，但可以

取环上的点。接下来我们将指出线性变换的本质就是矩阵，它比起单纯的排布更加本质，具有

重要的不变性。

定义 2.4: 设V = ⟨v1, ..., vn⟩ = ⟨X⟩和W = ⟨w1, ..., wm⟩ = ⟨V ⟩是域k上的线性空间，T : V →
W是一个线性变换。则T在基X,Y下的矩矩矩阵阵阵指m × n矩阵A = (aij), aij ∈ k，并且满足T (vj) =∑m

i=1 aijwi，我们记Y [T ]X = A。

虽然在读者的观点看起来，好像又变回来矩阵作为排布表格的定义，但不是这样的，我们

将指出线性变换其实就是矩阵，只是它在不同的基下有不同的表现形式，但不同表现形式之间

是本质上等价的，任何一种表现都可以作为一个矩阵论。

定理 2.2: 设V和W分别是域k上的n维和m维线性空间，记一切线性变换T : V → W组成的集

合为Homk(V,W )，由k中元素组成m × n矩阵的集合为Matm×n(k)。则对任意V的基X和W的

基Y，映射Homk(V,W )→Matm×n(k), T 7→Y [T ]X都是双射。

上述定理告诉我们，矩阵和线性变换是一一对应的，也就是说，如果我们从矩阵转到线性

变换的话，就可以无需考虑矩阵的内容到底是什么了。不过还没有结束，我们还需要其上代数

结构的对应，从而在上述定理基础上实现运算的对应。这其实很简单，矩阵的乘法就是线性变

换作为映射的复合Z [ST ]X = (Z [S]Y )(Y [T ]X)，逆来自非奇异线性变换X [T−1]Y = (Y [T ]X)−1，

加法可以定义为T, S : V → W, (T + S)(a) = T (a) + S(a), a ∈ V但作用并不大就是了。通过

这些，我们发现如果n维线性空间存在区别，那么Homk(V,W )的确定性就不高，但由于线性空

间同构定理4的存在，我们自然可以如此进行看待Homk(k
n, km) =Matm×n(k)。由于在矩阵论

中方阵研究的比较多，而它对应的就是自同态了End(kn) = Homk(k
n, kn) = Mn(k)，其上的

加法可以互相兼容，此时End(kn)可以形成一个环，于是到达了我们的目标。当然我们可以进

一步选取非奇异自同态，即可以得到GLn(k)或GL(k
n)，但它没有零元，只是一个乘法群。此

时，我们终于可以下结论了，研究向量就是研究线性空间，研究矩阵就是研究线性变换，研究

线性代数就是研究线性空间和线性变换，这样我们就无需关心矩阵填充数字是需要R这样丰富

的性质，只需具有域的特性即可，而且还能从填充这个行为分离开来，直接考虑矩阵本身这个

4值得注意的是，这个定理基于上述理论推导出来，但我们为了讲解，进行了因果倒置
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对象A，即一个线性变换，其实后者才是我们需要的。

2.1.2 内积与双线性函数

通过上述对应，我们发现矩阵重要的转置运算不能轻易定义出来，但它又关联了几种特殊

的重要矩阵。实际上，虽然我们无法找到转置运算，因为它本来就是由我们所抛弃的排布定

义出来的，但是我们可以研究与之相关的一些重要东西。如果我们选取实数域F = R或复数

域F = C，则对任意线性空间Fn，我们可以选取归一正交基{(1, 0, ...), (0, 1, ...), ...}，则Fn之间

线性变换的矩阵就可以得到我们传统意义的矩阵论。如果需要在一般线性空间中找到标准正交

基的话，那么向量的度量是很重要的，这就是我们下面的概念，为了方便以后我们将域F上的

线性空间写成Fn。

定义 2.5: 设V = Fn是一线性空间

(1)如果映射f : V × V → F满足∀a1, a2, b1, b2, a, b ∈ V, k1, k2 ∈ F有，f(k1a1 + k2a2, b) =

k1f(a1, b) + k2f(a2, b)和f(a, k1b1 + k2b2) = k1f(a, b1) + k2f(a, b2)，则称f是V上的一个双双双线线线性性性

函函函数数数

(2)设f是一双线性函数，X = {v1, ..., vn}是V的一组基，我们记aij = f(vi, vj)，此时我们

把n阶方阵(aij)称为f在基X下的度度度量量量矩矩矩阵阵阵。此时f有显性表达式f(x, y) = xTAy。我们一样可

以定义其对应的线性变换，但没有必要，不过我们可以得到新的一一对应“n阶方阵↔n维线性

空间上的双线性函数”，请牢记这个对应

(3)一旦定义出双线性函数f它的转置已经很明显了即fT (x, y) = f(y, x)，但我们不太需要，

我们进一步讨论其重要的特性。如果f(a, b) = f(b, a),∀a, b ∈ V则称f是对对对称称称的的的；如果f(a, b) =
−f(b, a),∀a, b ∈ V则称f是反反反对对对称称称的的的

(4)由于F可以看成一维线性空间，我们将线性变换f : V → F称为V上的一个线线线性性性函函函数数数，

把所有V上的线性函数的集合记为V ∗ = Hom(V, F )。可以证明它构成一个线性空间，并且

在V的一组基X = {v1, ..., vn}下f有显性表达式f(x) =
∑n

i=1 f(vi)xi, x =
∑n

i=1 xivi，此时可

以给出同构Hom(V, F )→ V = Fn, f 7→ (f(v1), ..., f(vn))，即有V ∗ ∼= V，并把V ∗称为V的对对对偶偶偶

空空空间间间。进一步考虑V ∗∗ = (V ∗)∗，此时同构V ∗∗ ∼= V不依赖基的选取，有自然同构，故我们认

为V ∗∗ = V

(5)对于一个双线性函数f和向量v ∈ V，我们定义两个线性函数fv,R : V → F, a 7→ f(a, v)和fv,L :

V → F, a 7→ f(v, a)。设X = {v1, ..., vn}是V的基，我们把V ∗的子空间⟨fvi,R, fvi,L|vi ∈ X⟩称
为f的秩秩秩空空空间间间。并把秩空间的维数称为f的秩秩秩。此时，我们可以定义如果f是满秩的，则称f是

非非非退退退化化化的的的。

此时，我们借助(线性变换，双线性函数)这个强大的体系，基本可以研究所有的矩阵理论

了，并且通过选取基可以回归传统的矩阵理论，而引入线性函数是为了将其对应到向量，这样

对于矩阵和向量我们可以有一个更加统一的看法。至于二次型，可以直接看成对称的双线性函

数f(a, a)。不过好像我们还是没有解决基的归一正交性，此时我们必需找一个合适的双线性函

数来进行度量，从而得到归一性。不论是二次型的正定还是归一的度量，核心在于我们必需在

域上引入序结构，而只有特征为零的定义了绝对值的域才有自然的序结构，通常我们不会去研

究p-进线性代数，又由于共轭属于复数的特有运算，所以我们接下来只讨论在同构意义下唯二
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的两个阿基米德局部域R和C，值得注意的是不考虑分析情况，我们需要的只是R上的序结构

和C的共轭和模。

定义 2.6: (1)设V1, V2是V的子空间，我们定义它们的和为V1+V2 = {a1+a2|a1 ∈ V1, a2 ∈ V2}。
如果V ′ = V1 + V2满足∀a ∈ V ′存在唯一表示a = a1 + a2, a1 ∈ V1, a2 ∈ V2，则称V ′是V1和V2的

直直直和和和，并记V ′ = V1 ⊕ V2

(2)如果V = Rn上的对称双线性函数f，满足∀a, f(a, a) ≥ 0且f(a, a) = 0 ⇔ a = 0，则

称f是正正正定定定的的的。我们把V = Rn上的一个正定对称双线性函数称为V的一个实实实内内内积积积，并把(V, f)称

为实实实内内内积积积空空空间间间。同时，我们把有限维实内积空间称为欧欧欧式式式空空空间间间(或Euclidean空间)

(3)设V = Cn是一线性空间，如果映射f : V × V → C满足∀a, b, c ∈ V, k1, k2 ∈ C有，

f(a, b) = f(b, a)和f(k1a + k2b, c) = k1f(a, c) + k2f(b, c)，则称f是一个复复复对对对称称称双双双线线线性性性函函函数数数。

如果复对称双线性函数f满足∀a, |f(a, a)| ≥ 0且f(a, a) = 0 ⇔ a = 0，则称f是正正正定定定的的的。我

们把V = Cn上的一个正定复对称双线性函数的模称为V的一个复复复内内内积积积，并把(V, f)称为复复复内内内积积积

空空空间间间，或酉酉酉空空空间间间，或幺幺幺正正正空空空间间间。同时，我们把有限维复内积空间称为厄厄厄米米米空空空间间间(或Hermitian空

间)

(4)设线性空间V = Fn(F = R或F = C)有一个内积f : V × V → R(注意复数时把函

数的模|f |称为内积)。此时可以定义向量a ∈ V的长长长度度度为|a| =
√
f(a, a)，并把|a| = 1的向量

称为单单单位位位向向向量量量。进一步我们定义向量a, b ∈ V的角角角度度度为cos(⟨a, b⟩) = f(a,b)
|a||b|，角度只是为了感

知⟨a, b⟩ = π
2
⇔ f(a, b)存在的。此时，我们将满足f(a, b) = 0称为是正正正交交交的的的，并记a⊥b。我们还

能定义两个两个向量间的距距距离离离为d(a, b) = |a − b|。我们把互相正交的单位向量构成的基称为标标标
准准准正正正交交交基基基或称为归一正交基。最后，我们定义子空间U ⊂ V的正正正交交交补补补为U⊥ = {v ∈ V |f(v, u) =
0,∀u ∈ U}。

我们定义内积的主要目的是给出了，两类重要矩阵的对应，即“正交矩阵↔实内积”、“酉
矩阵↔复内积”。此时读者需要认识到虽然复对称双线性函数不是一个双线性函数，但复内积
是一个双线性函数，因此也可以放到之前方阵的对应链中，我们把实内积和复内积统称为内

积，并把运算记为(a, b)，并把配有内积的线性空间V = Fn称为内积空间，由于内积构造不是

所有线性空间都存在的，所以接下来我们把内积空间和线性变换联系起来。

定义 2.7: 设V = Fn是内积空间，内积(a, b)是一个满足特定条件的双线性函数

(1)如果线性变换T ∈ End(V )满足(T (a), T (b)) = (a, b),∀a, b ∈ V，则称T是一个正正正交交交变变变换换换
(2)如果线性变换T ∈ End(V )满足(T (a), b) = (a, T (b)),∀a, b ∈ V，则称T是一个对对对称称称变变变

换换换。

从线性变换的角度来看，酉性和正交性是一类东西，如果非得将酉和正交进行区分，则必

需分别在复数域和实数域中进行特例构造才行。对称的道理也是一样的，如果要把共轭对称区

分出来的话，就必需特例化为复数域上的线性空间。一个常用的记号，正交群O(V ) ⊂ GL(V )，

和酉群Un(C) = O(Cn)。笔者必需指出翻译所带来的困扰，酉的英语是unitary，属于音译，从

特性上应该翻译为幺正，正交的英语是orthogonal，在外语文献中喜欢将unitary作为上述变换

的统一名称，而将正交作为实数情况下的特例，笔者只能给的建议是，从特性上来认识对象，

而不是从名称上。我们发现不论是实内积，还是复内积，它们都是对称双线性的。实际上，我

们可以扩展内积的内涵，得到正交空间，但由于没有序结构，将不存正定性，从而没有长度角
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度等概念，但由于存在1和0，我们还是可以得到弱化的正交基。

定义 2.8: 对于线性空间V = Fn，我们把其上的一个对称双线性函数f称为V的一个内内内积积积，并

把(V, f)称为正正正交交交空空空间间间，如果f是非退化的，则称(V, f)是正正正则则则的的的。接下来，我们来抽取一些类

似内积空间的定义

(1)如果非零向量a ∈ V满足f(a, a) = 0，则称a是迷迷迷向向向的的的。如果(V, f)包含一个迷向向量，

则称(V, f)是迷迷迷向向向的的的

(2)如果向量a, b ∈ V满足f(a, b) = 0，则称它们是互相正正正交交交的的的。对于子集S ⊂ V，可以定义
它的正正正交交交补补补为S⊥ = {v ∈ V |f(v, s) = 0,∀s ∈ S}

(3)如果一组基X = {v1, ..., vn}满足，f(vi, vj) = 0(i ̸= j)且f(vi, vj) = 0,±1，则称X为标标标
准准准正正正交交交基基基。

由于迷向元素的存在，我们不能把归一给限制起来，内积结果自然可以为零。正交的特

性，可以将线性空间进行直和分解，算是最重要的性质了。

定理 2.3: 设F的特征非2，(V, f)是正交空间，则对V的任一有限维正则子空间W有V = W ⊕
W⊥。

迷向是个不太好的性质，但由于非迷向一定正则，所以利用正则空间，可以给出相应的正

交变换f(a, b) = f(T (a), T (b))。既然都用来对称，最后就再来用个反对称，就能得到我们的辛

了，它的英语是symplectic，也是音译。

定义 2.9: 对于线性空间V = Fn，我们把其上的一个反对称双线性函数f称为V的一个辛辛辛内内内积积积，

并把(V, f)称为辛辛辛空空空间间间，如果f是非退化的，则称(V, f)是正正正则则则的的的。

辛空间的所有向量都是迷向的，并且有限维正则辛空间的维数一定是偶数，所有我们通常

见到的辛群，或辛矩阵基本都是偶数阶的，而辛变换同样可以定义为保持内积不变。其实笔

者，以前学酉、辛、正交什么的也是很容易搞混的，在我看来确实是术语的问题比较大。比

如，辛看成由四元数体H上模的保内积变换来导出。正是由于这些乱七八糟的性质，我们最好

就是不要在抽象理论中考虑特殊矩阵，使用常规的对应来理解就行了，即“(线性变换自同态，

双线性函数)↔方阵”和“(线性变换自同构，非退化双线性函数)↔可逆方阵”。如果考虑内积，
和保内积性，就放到对应的实数域R和复数域C上，值得注意的是四元数集H是一个体(即域的

乘法没有交换性)，所以常规意义的辛有多种含义，Sp(2n,R)和Sp(2n,C)指的就是我们上述定

义的这种辛，而Sp(2n)则指的是与四元数相关的辛。类似的用法是酉U(n)和正交O(n)，它们

分别是与复数C和实数R相关，这种不带域符号的辛、酉、正交，通常表示内积已经确定给出

来的，比如实向量内积(x, y) = x1y1 + ...+ xnyn、复向量内积(x, y) = x1y1 + ...+ xnyn等等。
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其实最大的问题就一个，逆定义在线性变换中，而转置定义在双线性函数中，而这两个结

构虽然可以通过矩阵联系，但很难把运算给兼容起来，结果就只能通过选取基回到矩阵本身的

理论了。至于，行列式和迹，它们都是特殊的线性函数，必需实体化才是可计算的。矩阵的相

似，实际说明它们来自同一个线性变换，矩阵的相合，则说明它们来自同一个双线性函数。由

于合同和相似不对等，所以我们不认为线性变换和双线性函数有确定的对应关系。

2.1.3 张量与多重线性函数

通常研究解析几何，我们多运用线性变换侧的东西，并以双线性函数侧的东西为辅，而张

量属于双线性函数侧的扩展，它通常运用于微分几何，不过我们还是趁热打铁地马上引入比较

好。张量有一种类似矩阵的传统定义法，属于物理系学的东西，我们作为高贵的数学系应该从

更加抽象的角度来理解张量，而且这样的理解才会更加的本质，这样也符合数学该有的作风。

定义 2.10: 设V1, ..., Vr都是域F上的线性空间，如果映射T : V1 × ... × Vr → F满足∀ai, bi ∈
Vi, k ∈ F有，T (a1, ..., ai+bi, ..., ar) = T (a1, ..., ai, ..., ar)+T (a1, ..., bi, ..., ar)和T (a1, ..., kai, ..., ar) =

kT (a1, ..., ai, ..., ar)，则称T是一个多多多重重重线线线性性性函函函数数数。我们把一个多重线性函数T p
q : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸

p

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
q

→

F，称为V上的一个(p,q)型型型张张张量量量，p称为逆逆逆变变变次次次数数数，q称为协协协变变变次次次数数数，并把(0,q)型张量称为q阶阶阶

协协协变变变张张张量量量，把(p,0)型张量称为q阶阶阶逆逆逆变变变张张张量量量。我们把V上所有(p,q)型张量的全体记为T p
q (V )。

根据上面定义，(0,0)型张量为标量，(0,1)型张量即一阶协变张量，也就是线性函数，也就

是向量，(0,2)型张量即二阶协变张量，也就是双线性函数，也就是矩阵。或许你现在最大的疑

问是，V ∗和V的区别在哪，简单来讲V ∗与V根据基的不同有无数中同构方式，而V ∗∗与V的同

构与基无关或者是同构是唯一的，因此(1,0)型张量也视作向量。其实，这就是大家在代数几何

中常见的万有性，我们来看一下另一种等价的构造方法。

定义 2.11: 设V,W是域F上的线性空间，如果存在一个F上的线性空间U0和一个双线性映射T0 :
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V ×W → U0满足

(1)U0 = ⟨im(T0)⟩，即U0由T0的像生成的线性空间

(2)对任意F上的线性空间U和双线性映射T2 : V×W → U，存在线性变换T ∈ Hom(U0, U)，

使得T2 = TT0

则称(U0, T0)为V和W的张张张量量量积积积，并记为U0 = V ⊗W。

此时我们可以先定义张量空间T p
q (V ) = V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸

p

⊗V ∗ ⊗ ...⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q

，并把它的元素称为一

个(p,q)型张量。由于张量积隐含了一个多重线性函数，所以虽然符号看起来和之前是反了过

来，但实际上是一样的，接下来有一个核心定理，来阐述张量的万有性。

定理 2.4: 设V,W是域F上的线性空间，则一定存在一个张量积(U0, T0), U0 = V ⊗W。并且如
果(U, T ), U = V ⊗W也是张量积，则存在唯一线性同构S ∈ Hom(U0, U)使得T = ST0。

万有性的关键在于同构是否唯一，通过上述的思考，我们知道通过张量积来构造张量和直

接构造多重线性函数是等价的。张量也是一种抽象体，可以通过选取基来将它具体表现为一个

数的排布，而这些排布在不同基下通过线性同构进行转化。请理解这些东西，张量的数学严格

定义还表明了，张量与坐标无关的特性，Hom(T p
q (F

n), F ) ∼= T q
p (F

n)。此时，张量积(U0, T0), U0 =

V ⊗W的内部元素为a⊗ b = T0(a, b) ∈ U0, a ∈ U, b ∈ V，它给出了元素张量积的定义，此时张
量积又可以视为一个双线性映射a⊗ b : V ∗ ×W ∗ → F, (f, g) 7→ f(a)f(b)，因此两种定义是等价

的，并且对偶空间和原空间要交换位置。

定理 2.5: 设V是F上的n维线性空间，则T p
q (V )是一个np+q维线性空间。更进一步有

(1)直和⊕p,q≥0T
p
q (V )以张量积⊗作为乘法构成一个分次结合代数。分次即T p

q ⊗ T r
s = T p+r

q+s，

结合即(T ⊗ S)⊗R = T ⊗ (S ⊗R)
(2)所有逆变张量T (V ) = ⊕∞

p=0T
p
0 (V )或所有协变张量⊕∞

p=0T
0
p (V )，构成(1)中代数的子代

数。我们称T (V )为张张张量量量代代代数数数。

协变张量和逆变张量作用基本是相同的，如果考虑抽象代数结构，我们一般使用逆变张

量，因为此时容易使用张量积，如果是应用层面，我们一般使用协变张量，因为多重线性函

数比较好进行计算。对称性在协变张量也更好定义，首先读者要熟悉置换群Sn，并且对于σ ∈
Sn，定义sign(σ) = 1(偶置换)或−1(奇置换)，我们使其作用于张量代数(不论协变还是逆变，

但不能混变)T (V )，做法为对一个p-阶张量Tx1,...,xp
和一个置换σ(T ) = Txσ(1),...,xσ(p)

，即按照置

换来交换变量的位置。

定义 2.12: 设线性空间V上的p阶张量T ∈ T (V )

(1)如果∀σ ∈ Sp, σ(T ) = T，则称T是对对对称称称张张张量量量。类似地，如果∀σ ∈ Sp, σ(T ) = sign(σ)T，

则称T是反反反对对对称称称张张张量量量。所有p-阶对称张量记为Sp(V ) ⊂ T (V )或Symp(V )，所有p-阶反对称张量

记为Ap(V ) ⊂ T (V )或Altp(V )

(2)更进一步，我们把Sp(T ) =
1
p!

∑
σ∈Sp

σ(T )称为对对对称称称化化化算算算子子子，把Ap(T ) =
1
p!

∑
σ∈Sp

sign(σ)σ(T )称

为反反反对对对称称称化化化算算算子子子。

通过上述的运算，我们有一些简单的性质，比如Sp(V ) = Sp(T (V ))和Ap(V ) = Ap(T (V ))，

其实还是有一些非对称的存在，但是我们可以通过直和来分解成两个部分，比如二阶张量T 2(V ) =
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S2(V ) ⊕ A2(V )，由于张量代数是一个分次代数，它的直和分解为T (V ) = F ⊕ V ⊕ T 2(V )... ⊕
T p(V )...，我们只关注张量的阶，而不管协变还是逆变，其中F = T 0(V )为常量，V = T 1(V )为

向量。

定义 2.13: (1)对任意一个张量T ∈ T (V )，我们把它按T (V ) = ⊕iT
i(V )的分解T =

∑
i Ti称为

它的齐齐齐次次次分分分解解解。如果T满足∀i, Ti ∈ Si(V )，则称T是对对对称称称张张张量量量，它的全体记为S(V )。类似的有

反对称张量全体A(V )，对称化算子S =
∑∞

i=0 Si和反对称化算子A =
∑∞

i=0Ai

(2)容易证明S(V ) ∼= T (V )/ker(S)，可以将对称化算子S(V )的元素视为S(x), x ∈ T (V )构

成的等价类，我们定义S(V )中的乘法为S(x)S(y) = S(x⊗y)，则S(V )是一个交换结合代数。我

们把S(V )称为V上的对对对称称称代代代数数数

(3)使用和(2)一样的思想，A(V ) ∼= T (V )/ker(A)，A(V )是一个非交换结合代数，其上的

乘法我们喜欢表示为S(x) ∧ S(y) = S(x⊗ y)。我们把S(V )称为V上的外外外代代代数数数。

对于张量主要能认识就行了，核心要理解对偶空间和原空间之间的关系，另外我们也看到

了所谓“线性代数”中线性的含义，其实就是无处不在的多重线性函数。至于“对称代数”和

“外代数”都只是张量代数的子代数，而张量积则是一直贯穿整个代数的乘法。

2.2 计算的几何学——解析几何

2.2.1 变换群思想

解析几何，简单来说就是建立直角坐标系，并为几何图形，找到对应的代数方程，比如中

学的圆锥曲线ax2 + by2 = 1，本科的二次曲面ax2 + by2 + cz2 = 1。至于一次直线和一次平面

都是平凡的。在此基础上，还能将平行、垂直、法线等，转化为代数上的特征。所以，更多的

时候，解析几何其实就是一个查公式并且计算的过程，这样的几何并不有趣，而且繁琐的计算

让我们只能将三维二次作为最高上限，比如三次曲线在解析几何上就没什么研究了，因为更高

维、更高次的解析几何，有了一个更加合乎情理的称呼“代数几何”。而解析几何，只是代数

几何在历史遗留下的前身罢了。

在解析几何中，唯一一个有参考价值的思想是变换群的思想，我们来稍微介绍一下。如果

不考虑位置因素，圆x2 + y2 = 1和(x − a)2 + (y − b)2 = 1都是一个东西，只是因为我们建立

的坐标系不同罢了。我们考虑实空间Rn，其上可以定义内积，因此得到一个欧几里得空间；考

虑复空间Cn，其上可以定义内积，因此得到一个酉空间；考虑四元数空间Hn，其上可以定义

内积，因此得到一个辛空间。我们将这三种空间，统一记为Fn，其对应的内积记为(a, b), a, b ∈
Fn。对于空间Fn，可以定义线性自同构T : Fn → Fn，并将其上所以线性自同构的全体记

为GL(Fn)，其构成一个群，并且选定一组基后，可以与可逆矩阵有一个同构GL(Fn) ∼= GLn(F )，

这些都是线性代数中的内容了。

一个几何，由空间Fn和变换群S ≤ GL(Fn)构成。我们把任一子集V ⊂ Fn在变换S下

形成的等价类称为一个图形，记为[V ]，因此图形的性质必需是满足在S下不变的性质。我们

把(Rn, O(n))称为欧式几何、(Cn, U(n))称为酉几何、(Hn, Sp(n))称为辛几何。如果只是在抽

象的角度，我们什么都理解不了，我们举一些简单的例子，比如在欧式几何下，(x−a)2+(y−
b)2 = 1才是一个图形，而(x−a)2+(y−b)2 = 1和(x−a)2+(y−b)2 = 2则是两个图形，因此圆形

可以定义半径这个性质。我们把(Rn, GL(n))称为仿射几何，在这种几何下(x− a)2 +(y− b)2 =
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1和(x − a)2 + (y − b)2 = 2是同一个图形，因此无法定义半径这个性质，实际上在仿射几何下，

连圆也无法定义，因为(x−a)2+(y−b)2 = 1和c(x−a)2+(y−b)2 = 1也是同一个图形。如果只

是定义圆的话，我们可以定义收缩变换群KO(n) = {kO(n), k ∈ F}，则在几何(Rn,KO(n))我

们可以定义出圆，但不能定义出圆的半径。

变换群其实就是一种研究不同变换下有哪些不变量的方法，其实如果更近一步的话可以研

究变换使相应的变换量产生了哪些改变。通常这里的变换群都是线性变换群，所产生的几何都

是线性几何，并且一定会处于“仿射几何”和“欧式几何”之间O(n) ≤ S ≤ GL(n)。如果要

产生非线性几何，有两者方式，一是减小欧式几何的变换群，这样的几何会使得度量性质因位

置而发生改变，这就是曲面上的几何，只有借助微分才能更好的研究，另一种则是包含欧式变

换群的更大的非线性变换群，这样的几何真的存在吗？只能说，这是行不通的。但其实大家可

能听过非欧几何，如果大家有理解我之前所说的线性代数的话，那么内积的定义其实是不唯一

的，传统的欧式内积是(a1, ..., an)(b1, ..., bn) = a1b1 + ...+ anbn，我们可以通过定义其它的内积

来使得(Rn, O(n))生成其它类型的几何，我们来讲一下怎么构造这些度量。

平面且坐标无关的非欧几何大概就两种，双曲几何和球面几何。首先，我们注意到内积(a, b)可

以导出度量d(a, b) =
√

(a− b, a− b)，但反之却不行，所以内积空间的性质其实比度量空间更
强，如果我们想要得到非欧几何就有必要将保持内积弱化为保持度量。首先我们接取欧式下的

一些计算性质，比如长度什么的，反正线性空间都是V = Rn，并选取标准正交基为{(1, 0, ...), (0, 1, ...), ...}，
我们先定义一个圆集Cr = {v ∈ Rn : |v| = r}，对任意两个不等的在Cr内的向量P,Q ∈
Rn，设它们确定的直线为lPQ，则它与Cr有两个交点(必需选取基)R1, R2，此时定义d(P,Q) =
r
2
ln(PR1

PR2
+ QR1

QR2
)为罗式度量，定义d(P,Q) = ir

2
ln(PR1

PR2
+ QR1

QR2
)为黎式度量。值得注意的是，这

些几何都是非线性的，所以我们考虑映射T : Fn → Fn全体构成的群Hom(Fn)，我们将保持相

应距离构成的子群记为D = {T ∈ Hom(Fn) : d(x, y) = d(T (x), T (y)),∀x, y ∈ Fn}。这样，罗
氏度量下的(Rn, D)称为双曲几何，黎式度量下的(Rn, D)称为球面几何。

我们必需指出，上面的思想显得稍微愚钝了一些，如果要认识非欧几何，最好的办法应该

是考虑其对应的曲面模型，但这样就必需要暂时离开线性代数，这样就基本脱离了我们的初衷

了。在这里，我们只是想介绍变换群这种思想，笔者不得不说，变换群思想虽然是过去式，但

几何对象的等价思想在现代的几何中也是很重要的。当然摆脱线性的限制，寻找更加广阔的非

线性几何，还是得靠我们的“代数几何”。或许解析几何，我们也只能到此为止了，我们只能

徘徊于欧式几何和仿射几何之间，但这恰好也是解析几何的主要研究内容。

2.2.2 射影与仿射

代数几何的核心研究对象是，仿射概形和射影概形及粘合而成的概形。我们前面已经探讨

了，欧式几何的变化群O(n)和仿射几何的变换群GL(n)，它们本应该涵盖了所有的线性几何，

为什么还会有个也属于线性几何的射影几何呢？如果只是在同一维度下来看，射影几何确实广

于仿射几何，但如果将维度的视野放广，n维射影几何实际上是n + 1维仿射几何的子几何，所

以它依旧没有逃出基本的线性框架O(n) ≤ P (n − 1) ≤ GL(n)，只是维度上的藐视罢了O(n −
1) ≤ GL(n− 1) ≤ P (n− 1)，但为什么射影几何会被单独的选出来呢？核心有两个，一是简单，

二是紧闭。

我们先来讲一下前一个，通常我们认为线性空间Fn及其自同构群GL(Fn)代表了仿射几何。
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构造射影几何，需要先建立点的等价关系，即l ∼ s ⇔ l = ks,∃k ∈ F，对于等价类的全体我
们记为[l] = {s ∈ Fn : s ∼ l}，此时代表射影几何的空间是商集PFn−1 = Fn/ ∼，此时我
们要求选出保持这些等价类的子群来代表射影几何的变换群P (n − 1) = GL(PFn−1) = {T ∈
GL(Fn) : T [l] = [l],∀[l] ∈ PFn}。这样，我们得到的(PFn−1, P (n− 1))就是在变化群观点下的

射影几何。在传统二维解析几何中，你可能有这样的回忆，就是我们通常把(x1, x2)称为仿射坐

标，k(x0, x1, x2)称为射影坐标，在射影坐标中必需要在前面带一个变动系数来表明不同形式的

等价性。

当然射影几何的存在，主要还是为了可以使用简单的方法来产生紧闭性。初学射影几何，

大家对它的最大印象可能就是存在无穷远点，射影平面还能存在无穷远直线，从而使得两条

直线相交。我们必需得指出，此处并非欧几何的相交，而是因为直线相交的概念产生了变化，

而传统非欧几何则是因为直线的定义产生了变化，一个简单的事实是球面S2是定向微分流形，

实射影平面PR2是非定向微分流形，因此不可能微分同胚，前者代表了所有直线相交的非欧几

何，后者代表了所有直线相交的射影几何。那么无穷远处的点存在代表了什么呢？那就是紧性

和闭性，这些属于拓扑的东西，我们后面再讲。我们从大家熟知的开集和闭集来思考，传统

的仿射空间是一个“开”的存在，简单来说就是怎么也无法到达边界，一个简单的例子是如果

流形采用局部同胚于Rn方式来定义就无法得到带边界的流形，一个妥协的方法是让它局部同

胚于Rn
≥0，而射影平面就不同了，它是一个“闭”的存在，存在所谓的边界，就是我们的无穷

远几何体。因此在代数几何中我们会看到这样一个事实，仿射子概形都是开子概形，而射影概

形都是闭子概形。当然，带边流形的定义，我们不可能采用局部同胚于PRn的方法，因为我们

不明白PRn上的数学分析该怎么样，但是从代数的角度来看的话，PRn的线性性质比Rn
≥0更优

秀，后者带了个序结构，因此在射影概形中，我们不会让它来自Rn
≥0。

2.2.3 分离手术

最后，我们来讨论一下如何从解析几何的思想中，引出传统的代数几何。从解析几何的深

入探究中，我们可以知道，它的本质就是建立，图形和方程间的关系，我们先来完成这个第一

步。所谓的坐标，实际上就是一个线性空间Fn配上了一组标准正交基，如果我们想要得到不依

赖坐标的图形，实际就是删去配备的标准正交基，再实际考虑线性空间本身Fn，因此任意一个

子集U ⊂ Fn实际上都是仿射意义上的图形。只有图形是不能称为代数几何的，还需要代数方

程来与这个图形产生对应，比如圆x2 + y2 = 1，它可以写成这样的形式x2 + y2 − 1 = 0，即多

项式f(x, y) = x2 + y2 − 1 ∈ F [x, y]的零点，所以在代数方我们使用F [x1, ..., xn]的任一元素的
零点，你可能会想，非得是多项式吗，来个sin(x) − y = 0或者ex − y = 0不行吗，我们必需指

出“纯代数”是无法产生分析对象的，可能是中学各种sin(x)和ex用多了，你才会产生它们也

算代数一份子的错觉，稍微想想也明白，三角函数和指数函数是不可能纯代数定义的，我也不

多说了，你们自己去想吧。

只是F [x1, ..., xn]一个元素的零点显然不够。比如空间的直线，必需要靠两个平面相交来定

义a1x + a2y + a3z + a4 = 0, b1x + b2y + b3z + b4 = 0，因此我们必需进一步扩展为子集I ⊂
F [x1, ..., xn]所有元素的公共零点，但这还是不够，因为a1x+a2y+a3z+a4 = 0和k(a1x+a2y+

a3z + a4) = 0显然定义的是同一个曲线。因此我们必需选则理想I ⊂ F [x1, ..., xn]所有元素的公

共零点，这样我们就得到一个优秀的代数代表对象了。显然此时，几何方的U ⊂ Fn是不能任
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意选取的，一些乱七八糟的无序子集显然是没啥意义的。因此我们定义如果子集U ⊂ Fn满足

存在一个理想I ⊂ F [x1, ..., xn]使得U = {x ∈ Fn : f(x) = 0,∀f ∈ I}是公共零点集，则称其为代
数集。

首先，我们用了零点的概念，因此存在解方程的过程，如果是一般的域，那么根就可能出

现在域外，这样显然是麻烦的，因此我们必需假设F是代数闭域来保证零点不会出现意外。另

一方面，我们发现了重根的问题，比如(x2+y2−1)n = 0看起来好像比x2+y2−1 = 0的零点多，

但实际所决定的点是完全一样的，如果是后者倒是无所谓，关键是前面的方程会使我们一叶障

目，由它生成的理想(x2 + y2 − 1)和理想(x2 + y2 − 1)决定同一曲线，确是不同的理想。因此我

们必需限定理想I ⊂ F [x1, ..., xn]为根理想，即有I =
√
I。这样通过希尔伯特零点定理，我们就

能得到，由解析几何得到代数几何的第一步产物了，(“代数集”一一对应于“根理想”)。

为啥只是第一步呢？因为代数几何比解析几何更进一步的地方就是，它还有第二步，从

而使得代数几何成为了真正意义上的代数几何。首先，我们必需注意到(“代数集”↔“根理
想”)是不完全的几何代数对应，它们只是对象的对应，没有实现态射的对应。回顾，我们之前

讨论的变换群思想，比如仿射几何(Fn, GL(Fn))，那么此时我们可以定义代数集的等价为U ∼
V ⇔ ∃T ∈ GL(Fn), T (U) = V，这样就给出了仿射几何下代数集的态射，那么根理想呢？显

然在代数中，我们从来没有思考过，理想可以建立什么同态的概念。所以，理想来作为代数方

是有缺陷的，此时我们的做法是构造一个坐标环A = F [x1, ..., xn]/I，或许我们不清楚商环到底

有意义(实际上是有几何意义的)，但它至少从理想这种非核心对象，晋升为了纯粹的抽象代数

对象，环，实际上更近一步，它是域F上的一个代数。代数方的代表是代数，怎么会有如此巧

合一个事实，由于域F上的代数，叫起来有些拗口，所以我们把它称为“F-代数”。其实单纯

的F-代数完全对应，比如它不一定来自多项式环关于理想的商环等等，所以我们通常会将其限

制为“有限生成的约化F-代数”。F-代数是抽象代数的对象之一，因此由同构的概念，其实可

以证明“代数集同构当且仅当它们的F-代数同构”，这样我们才真正意义上实现了范畴上的对

应(对象对应+态射对应)。于是代数几何的真正对应链应该是这个，在代数闭域F下((“F上的

代数集”，“根理想”)一一对应于“有限生成的约化F-代数”)。

虽然，解析几何和传统代数几何都是过去式，都是处于代数几何这个大框架下的东西。但

是，这些基础的思想准备，对于学习更抽象的代数几何是有极大帮助的，我们不仅要学会如何

从更抽象的代数几何回归到传统的代数几何，也要学会如何反过来。我们还要知道一点，在代

数几何中“线性代数”起着不可或缺的作用。

2.3 连续的工具——微积分

2.3.1 极限与一元实函数分析

通常大家所学的微积分，其实就是研究导数和积分的，我们必需指出一元实分析是所有分

析学的基础，包括复分析、多元微积分等。有关分析学的名字有好多，像微积分啊、数学分析、

实变函数啊、复变函数啊之类的，我们就统一叫成分析学了，它指的是研究如何将特定对象局

部线性化并研究逆过程的学科，我们以一元实分析，即f : U ⊂ R → R的分析学来理解这个东

西。

通常大家所认为的分析学都是“函数的分析学”，即我们讨论所有实函数构成的集合{f :

U ⊂ R → R}，由于集合论的映射要求每点有定义，所以函数选取的定义域是实数域的子集，
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这样还有另一个用处是选处合格区间，比如f(x) = 1
x
我们可以看成正负两个部分放到这个集合

中去，这样我们可以将性质定义作用到全局上去。

首先是“特定对象”的概念，任意拿一个函数来进行局部线性化是不大可能的事情，所以

挑选出特定对象是必要的，我们将指出“局部”表示“连续”，“线性化”表示“可导”；而“连

续”引出极限，“可导”引出微分。函数在一点连续，就是在这一点的极限等于函数值，即 lim
x→x0

f(x) =

f(x0)，根据拓扑学的知识可以知道，如果这样的定义成立，那么我们就能找到一个“很小”的

包含这个点的开领域，使得映射是连续映射，从而得到了我们的局部。我们把它变成一个定理

来说明。

定理 2.6: 对于任意一个实函数f : U → R,U ⊂ R，如果f在x0 ∈ U处是连续的，那么存在一
个开领域x0 ∈ V ⊂ U，使得f |V : V → f(V )是一个拓扑空间的连续映射。如果f |V还是一个单
射，则它是一个拓扑同胚。

有人会说，拿一个性质更强的连续，来推一个性质更弱的连续，不是本末倒置了吗？先

别急，我的目的是为了引出“幻世的分析学”，这不是在给你做点心理准备嘛。此处，我们要

认识这样一个命运共同体的事实(点连续，极限存在，局部领域)，现在的问题在“极限存在”

上，显然有一个十分特别的情况是 lim
x→x0

f(x) ̸= f(x0)，这往往都是十分恶趣味的存在，比如

直线特地扣个点往上移什么的，讨论这些都是没啥意义的，所以我们通常使用的都是如果极

限 lim
x→x0

f(x)存在，就将极限值作为补充定义，并将这种恶趣味的奇点叫做“可去奇点”，就像

名字那样去除就行了，这样数学世界也会更加和谐一些。此时，我们的讨论域减小为了连续实

函数空间C0(R) = {f : U ⊂ R→ R : lim
x→x0

f(x) = f(x0),∀x0 ∈ U}。
在一元实函数中，“可导”和“可微”是等价，我们后面会指出“可微实际是可导张成的

空间”，对于导数，大家的第一印象可能是计算切线斜率kx0
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

，而且我

还知道大家会直接把微分那个莫名其妙的定义∃A,∆y = A∆x + o(∆x) ⇒ dy = Adx给忽略掉，

直接把导数看成微分学的核心内容。在以“计算为核心的本科”确实无可厚非，而且传统教材

的符号实在过时了，里面的dy, dx一直给人一种莫名其妙的感觉。只考虑一点x0的微分，根据

微积分的知识我们知道有dy = f ′(x0)dx，有没有发现这像某个东西，没错，就是射影几何定义

中的等价类，l ∼ k ⇔ l = ks,∃k ∈ R，如果我们把存在的f ′(x0) ∈ R视为系数的话，那么实际
上它给出了R2中在上述等价下的一个等价类，其实就是在这点的切线，它可以视为R2的一维

子空间，但我们注意到这样一个事实，f ′(x0)的值与坐标选取有关，但这个等价类与坐标的选

取无关。我们先来做点小准备，先看函数图像(U, f(U)) ∈ R2，它与坐标的选取是有关的，如

果想要把线性空间和函数联系起来，要么只能让线性空间配有与函数同样的一个基，要么就是

去除函数与坐标相关的性质，对于后者已经快进入流形切空间的思想了，所以我们现阶段先考

虑前一种方案。实际上，选取了基的一维线性空间，可以看成R上的一个线性变换，其实就是

切线在坐标系下有方程y = f(x) : R→ R，我们不会把方程写出来，因为有许多要考虑的情况。

此时，我们就可以把这样的性质变成一个定理来说明了。

定理 2.7: 对于任意一个实函数f : U → R,U ⊂ R，如果f在x0 ∈ U处是可导的，那么存在一个

线性变换T : R→ R ∈ GL(R)，使得T (x0) = f(x0)，并且 lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− T (h)
h

= 0。

聪明的读者可以轻松地发现，它就是把导数值移到了左边，但此处我们实际想表达的是
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“这个线性变换与函数运算的联系”。实际上，对于连续我们有另外一种看法就是 lim
h→0

(f(x0 +

h) − f(x0)) = 0，从这些东西到底能看出什么呢？好像啥也看不出来，但我们确实实现了单点

的线性化，即得到一个线性变换，并且通过极限式联系了两者。此时，我们得到了可微实函数

空间C ′(R) = {f : U → R ∈ C0(R) : f在U上可微}。这其实还没有结束，我们还必需考虑导函
数，本科有这样一个结论就是“f(x)可导不一定能推出f ′(x)是连续的”，他们通常会给出补充

定义的f(x) = x2sin(1/x), x ̸= 0, f(0) = 0来作为实例，虽然振荡间断点特殊得要死，但确实存

在，不过另一方面我们也不需要这种鬼函数，要的也是这个函数的左边或右边，换言之，研究

函数的“开局部”性质才是我们最需要的，所以比起可微实函数，我们更想要的是连续可微实

函数空间C1(R) = {f : U → R ∈ C ′(R) : f的导函数连续}。这样我们就回到了连续实函数中，
可以得到一系列的n阶连续可微函数空间C∞(R) ⊂ ...Cn(R) ⊂ Cn−1(R) ⊂ ...C2(R) ⊂ C1(R) ⊂
C ′(R) ⊂ C0(R)，它们的关系都是真包含，其中C∞(R)表示实解析函数空间。笔者，在这里只

是想让你理清各种实函数之间的关系，连续可微可以总结出下面定理。

定理 2.8: 对于任意一个实函数f : U → R,U ⊂ R，如果f在x0 ∈ U处是连续可导(或连续可

微)的，那么存在一个线性变换T : R→ R ∈ GL(R)，使得T (x0) = f(x0)，并且 lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− T (h)
h

=

0，同时其诱导的映射U → GL(R), x 7→ T是拓扑空间的连续映射。

通过上面的一系列探讨，我们知道了，建立微分理论的核心在于，极限的定义，所以接

下来我们来探究幻世数学怎么才能拥有极限。实际上，“拓扑+偏序+网”，就可以构成一个极

限理论，虽然它是纯粹的幻世对象，但这样的理论没有计算性质，也没有完备性，因为它是

以“拓扑”这个几何对象作为基底，所以用处是有限的。实际上，广泛运用的极限理论应该是

“实数+度量+完备性”，度量其实就是建立了任意集合和实数之间的联系，从而运用实数上的

性质来完成一般以集合论为基础的幻世对象的极限理论，因此我们在最初就指出过一元实分析

是所有分析学的基础，接下来我们详细说明一下吧。

定义 2.14: (1)对于非空集合X和映射d : X × X → R，如果满足∀x, y, z ∈ X有，d(x, y) ≥
0且d(x, y) ⇔ x = y、d(x, y) = d(y, x)、d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)，则称d是X上的一个度度度量量量，

并把(X, d)称为一个度度度量量量空空空间间间

(2)设(X, d)是一个度量空间，我们记符号B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r}, r > 0，即要求

它必需非空

(i)如果子集A ⊂ X满足∀x ∈ A都存在B(x, r) ⊂ A，则称A是一个开开开集集集
(ii)对一点x和子集U ⊂ X。如果存在开集V使得x ∈ V ⊂ U，则称U是x的一个领领领域域域
(iii)如果子集A ⊂ X满足X −A是开集，则称A是一个闭闭闭集集集
(iv)对于子集A ⊂ X。如果存在实数m > 0使得∀x, y ∈ A, d(x, y) ≤ m，则称A是有有有界界界集集集。

此时记diamA = sup{d(x, y)|x, y ∈ A}，并把它称为A的直直直径径径。

显然此处的各种开集、闭集、领域等比拓扑空间的有更好的计算性质。此时我们指出，集

合论是存在序数的，因此我们默认自然数集N的存在，实在不行把它看成R中的一个子集也行，
反正度量空间都已经用到了实数。

定义 2.15: 设(X, d)是度量空间

(1)我们把映射f : N → X称为X的一个序序序列列列。并且我们简记xn = f(n),∀n ∈ N，则序列可
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以记为{xn}n∈N或{xn}
(2)对于一个序列{xn}，如果x ∈ X满足∀ε > 0,∃m ∈ N使得n > m ⇒ d(x, xn) < ε，则

称{xn}收收收敛敛敛于于于x，或称x是{xn}的极极极限限限，并记 lim
n→∞

xn = x。

有关极限有两个核心的定理，一是与开领域的关系，二是极限的唯一性，它们其实都来自

于实数的性质。

定理 2.9: (1)设(X, d)是度量空间。则 lim
n→∞

xn = x当且仅当，对x的任意领域V存在n0 ∈ N使
得n ≥ n0 ⇒ xn ∈ V

(2)度量空间(X, d)的每个收敛序列的极限是唯一的。

看起来我们好像完成了极限理论，但并非如此。虽然，我们不会给出证明，但后面我们会

发现如果只是度量空间的话，在证明中会产生很多无法证明的性质，所以完备度量空间的极限

理论才是足够的。

定义 2.16: 设(X, d)是度量空间

(1)对一序列{xn}，如果∀ε > 0,∃n0 ∈ N使得m,n > n0 ⇒ d(xm, xn) < ε，则称{xn}是柯柯柯西西西
列列列

(2)如果(X, d)的每一个柯西列都是收敛的，则称(X, d)是完完完备备备的的的。

上述定义有一个很显然的基础是“所有收敛序列都是柯西列”，这个其实也没啥好说的，

我们主要还是引出一个拓扑相关的性质，即区间套定理。

定理 2.10: 设(X, d)是度量空间。如果{An}满足∀n，An是X的有界闭集且An+1 ⊊ An，则称{An}是X的
一个区区区间间间套套套。如果(X, d)是完备的，则任意的区间套{An}有 lim

n→∞
diamAn = 0且存在唯一的x =

∩∞
n=0An。

接下来，我们需要给出极限理论的另一个重要内容，即映射连续的概念，注意它和极限是

不同的存在。

定义 2.17: 设(X, d1)和(Y, d2)是度量空间，f : X → Y是映射。对于一点a ∈ X，如果∀ε >
0,∃δ > 0使得d1(x, a) < δ ⇒ d2(f(x), f(a)) < ε，则称f在a处连连连续续续。如果f在X的任意点上连

续，则称f是连连连续续续映映映射射射。

最后我们可以指出，所谓连续就是极限存在的意思，它由一个定理给出。

定理 2.11: 设(X, d1)和(Y, d2)是度量空间，则映射f : X → Y在x ∈ X处连续当且仅当，对任
意X中的收敛序列 lim

n→∞
xn = x有 lim

n→∞
f(xn) = f(x)。

在传统实分析中，我们其实是使用这个定理来作为连续的定义，所以才会出现一些意外的

情况，从而导致我们无法认知连续和极限存在的关系。但此处我们定义处了局部的领域，给出

了连续的局部特性，从而使得连续和极限真正意义的联系了起来，这里其实就是我们之前所说

的命运共同体(点连续，极限存在，局部领域)，而局部领域其实体现在连续的定义中，即被度

量控制的性质，它的另一重含义是将连续点的开领域映射为开领域，这个我们将会在拓扑空间

中见到。
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2.3.2 微分与积分

如果只是度量空间上的极限理论是不足以建立微积分理论的，上述意义的极限理论只能给

出分析研究中的“局部”，而如果要实现线性化的话，就必需引入特殊的度量空间上的极限理

论，线性空间是个优秀的选择，此时我们的核心架构是“线性空间+范数+完备性”，即巴拿

赫(Banach)空间，虽然它是完备度量空间的特例，但反过来说就是巴拿赫空间比完备度量空间

更细致。接下来，让我们来介绍一番吧，线性空间在之前已经介绍过来，我们先来定义范数，

它其实也要求一个有序结构的集合。度量、范数、内积是一脉相承下来的，都要求对应到一个

有偏序结构的集合，通常用的基本都是实数R，我们也这样来做，因为除了上面的序结构，零

元、绝对值、甚至是分析性质，都是要用到的。

定义 2.18: 设V是配有绝对值的域F上的线性空间，如果存在一个映射λ : V → R满足∀x, y ∈
V有，λ(x) ≥ 0且λ(x) = 0 ⇔ x = 0、λ(ax) = |a|λ(x),∀a ∈ R、λ(x + y) ≤ λ(x) + λ(y)，则

称λ是V上的一个范范范数数数，并把(V, λ)称为赋赋赋范范范线线线性性性空空空间间间。

实内积空间(V, f)可以通过λ(x) =
√
f(x, x)给出一个范数，从而成为一个赋范线性空间。

我们要求域配有绝对值|| : F → R是因为第二条性质的要求，有些书喜欢将F限制为数域并

使用常规绝对值，笔者认为这是不够的，比如数域Q上就存在多种绝对值，它们将诱导出不同

的结果。此时，读者应该要意识到为什么一元分析是所有分析的基础，因为赋范线性空间的

条件中已经暗藏了一个可以进行完备化的绝对值，F = R配普通绝对值可以得到一元实分析、

F = C配模绝对值可以得到一元复分析、F = Qp配p-进绝对值可以得到一元p-进分析。首先，

我们有一个重要的等价性定理。

定理 2.12: 对于线性空间V上的两个范数λ1和λ2，如果存在c ∈ R使得∀x ∈ V, λ1(x) ≤ cλ2(x)，

则称λ1弱于λ2。如果λ1弱于λ2且λ2弱于λ1，则称这两个范数是等等等价价价的的的。此时可以得到，有限维

线性空间上的范数都是等价的。

通常对于赋范线性空间，我们记|a|, a ∈ F为域的绝对值，||v||, v ∈ V为线性空间的范数。

虽然我们不会去讲相关的证明，但我们必需指出域的绝对值在证明线性空间范数上是有一定地

位的，如果同样的线性空间V = Qn中Q配备不同的绝对值，那么得到的范数是不等价的。接下

来，我们将把绝对值和范数分别完备化，此时我们只需要借助度量空间的相关内容即可迅速完

成定义。

定义 2.19: (1)对于配备绝对值的域(F, | · |)，其可以给出一个度量d : F × F → R, (x, y) 7→
|x− y|，如果(F, d)是完备度量空间，则称(F, ||)是完完完备备备的的的

(2)对于赋范线性空间(V = Fn, ||·||)，其可以给出一个度量d : V ×V → R, (x, y) 7→ ||x−y||，
如果F是完备的且(V, d)是完备度量空间，则称(V, || · ||)是完完完备备备的的的。我们完备赋范线性空间称为
巴巴巴拿拿拿赫赫赫空空空间间间。

由于大多数的书籍对赋范线性空间的定义，都要求基域F = R或F = C，因此要求它完备

的时候可以不管基域，由于p-进分析的存在，我们就只能加上域完备的限制，此时我们要有这

样一个认知链，“多元分析学基于一元分析学，一元分析学基于一元实分析”。由于在度量空间

上，我们已经建立了连续和极限的理论，所以就不再重复定义了。
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定义 2.20: 设E = Kn和F = Km是赋范线性空间，记它们之间的所有线性变换构成的集合

为L(E,F )。令G ⊂ E是开集，f : G→ F是映射

(1)对一点x ∈ G和向量y ∈ E，如果存在s ∈ F使得 lim
|h|→0

||f(x+ hy)− f(x)− hs||
|h|

, h ∈ K，

则称f在x处沿y可可可微微微，并把s称为f在x处沿y的方方方向向向导导导数数数，记为Df(x, y)。如果f : G→ F在G上

每一点的每个方向都可微，则记映射Df : G×G→ F, (x, y) 7→ Df(x, y)

(2)对一点x ∈ G，如果存在T ∈ L(E,F )使得 lim
||h||→0

||f(x+ h)− f(x)− T (h)||
||h||

= 0, h ∈ E，

则称f在x处可可可微微微，并把T称为f在x处的导导导数数数，记为Df(x)。如果f : G → F在G上每一点都可

微，则记映射Df : G→ L(E,F ), x 7→ Df(x)。

可以看到一个事实，我们将导数的定义嫁接到了实数上，此处的极限实际上用的是一元实

分析的极限，那么之前的“完备”用处何在呢？简单来说就是，完备相当于额外给出了一些收

敛的性质，这对于证明一些定理而言是相当重要的，例如重要的隐函数存在定理。下面先给出

一些简单的性质。

定理 2.13: (1)如果映射f : G ⊂ E → F在x ∈ G处可微，则∀y ∈ E有(Df(x))(y) = Df(x, y)

(2)如果映射f : G ⊂ E → F在x ∈ G处可微，则f在x处连续且导数是唯一的
(3)在可微下，各种运算法则成立，包括但不限于复合的链式法则、加法、乘法，但它们都

必需使用方向导数，即D(gf)(a) = Dg(f(a))Df(a)、D(f +g)(x) = Df(x)+Dg(x)之类的，而

这正是线性的含义所在。

请注意，连续、可微都是一种局部性质，当然我们大多数见到的都是延拓到整个定义域的

连续和可微。还有就是上述性质(1)的逆命题不一定成立，(2)也是一样的连续也不能推出可微。

至于偏导数，其实就是选定基以后，沿基向量方向的方向导数，此时“方向连续”也是一个必

要的存在，我们给出它的定义，它只能定义在赋范线性空间上，一般的度量空间不存在方向的

概念。

定义 2.21: 设X和(Y, || · ||)都是域(F, | · |)上的赋范线性空间，f : X → Y是映射。对于一

点a ∈ X和方向y ∈ X，如果∀ε > 0,∃δ > 0使得|x| < δ ⇒ ||f(a+ xy)− f(a)|| < ε，则称f在a处

沿y连连连续续续。

我们可以看到，方向连续其实不依赖定义域的范数，这一点仔细考察方向导数也可以发

现，一个简单的性质是在一点沿同一方向“方向导数⇒方向连续”。方向代表的就是一元分析
学，我们更希望探究的是，在什么时候方向可以推出整体。首先，必需明确一点“一点处的所

有方向可微(或连续)⇏一点处可微(或连续)”，这些例子在二元微积分里随便都能找到，就不多

说了。但反过来是显然成立的，所以我们想要知道的就是该加什么条件。

定义 2.22: 设E = Kn和F = Km是赋范线性空间，记它们之间所有连续的线性变换构成的集

合为B(E,F ) ⊂ L(E,F )。令G ⊂ E是开集，f : G→ F是映射

(1)对一点x ∈ G，如果任意的u ∈ E均存在Df(x, u)，则称f在x处弱弱弱可可可微微微
(2)如果f在x ∈ G处弱可微。对一点u ∈ E，如果存在T ∈ B(E,F )使得Df(x, u) = T (u)，

则称Df(x, u)是f在x处的一个有有有界界界线线线性性性弱弱弱微微微分分分

(3)如果f在x处存在一个有界线性弱微分T ∈ B(E,F )，则称f在x处弱弱弱可可可导导导。此时，我们
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把df(x) : E → F, u 7→ T (u)称为f在x处的一个弱弱弱导导导数数数

(4)如果f在x处可微且它的导数Df(x) ∈ B(E,F )，则称f在x处强强强可可可导导导。此时，我们把Df(x) :

E → F, u 7→ T (u)称为f在x处的一个强强强导导导数数数

(5)对一点x ∈ G和子集U ⊂ E，如果f在x处弱可导且弱导数df(x)满足，∀ε > 0,∃δ >

0有0 < |t| < δ ⇒ ∀u ∈ U, ||t−1(f(x + tu) − f(x)) − df(x)(u)|| < ε，则称在x点处的弱导

数df(x)在U上是一一一致致致的的的。

我们必需指出，此处的弱导数才是我们通常所见到的方向导数和相应的偏导数，因为之前

所定义的可能不具有连续性(泛函分析给出，线性变换连续性和线性算子有界性的等价，线性

算子是线性变换的推广)，性质显然弱了一些。另外我们注意到强可导是可以推出可微的，它

是一个性质足够的可微。而一致性，则是在看这样的一个弱导数在其它方向是否具备相同的线

性，显然只要一周具有一致的线性就可以推出强可微，即下面的定理。

定理 2.14: 设E = Kn和F = Km是赋范线性空间。令G ⊂ E是开集，f : G → F是映射，

则f在x处强可导当且仅当，f在x处弱可导且弱导数df(x)在{u ∈ E : ||u|| = 1}上是一致的。此
时弱导数和强导数相等，即df(x) = Df(x)。

其实我们可以稍微加强一下条件，把一致性换成连续性也可以正向推出可微。由于弱导

数df : G → L(E,F )和导数Df : G → L(E,F )的值域还没有建立度量，所以我们有必要引入其

上的一种度量，它可以由空间的范数来诱导线性变换上的范数从而诱导出度量，其实学过泛函

分析的应该很熟悉的。另外这个定理还能指出连续线性变换和线性变换间的关系。

定理 2.15: 设E = Kn和F = Km是赋范线性空间，则L(E,F )也是一个赋范线性空间，其上的

范数为T ∈ L(E,F ), ||T || = sup{||T (x)|| : ||x|| ≤ 1}。如果K是完备的，则B(E,F ) = L(E,F )。

如果E和F是巴拿赫空间，则L(E,F ) = B(E,F )是巴拿赫空间。

上述定理一方面指出了，弱导数和导数都可以视为度量空间之间的映射，另一方面指出了

在完备赋范线性空间上，方向导数和导数才能存在较好的联系，即弱导数和强导数间的联系。

此时自然可以引出连续可微的概念，我们有下面的一个定理。

定理 2.16: 设E = Kn和F = Km是赋范线性空间，令G ⊂ E是开集，f : G → F是映射。如

果f在任一开集Ω ⊂ E上弱可导，且弱导数df : Ω→ B(X,Y )在x0处连续，则f在x0处强可导。

上述定理实际上就是，各方向上有连续偏导推出可微在抽象上的推广。借助这些概念，我

们最后再来引出多次导数。接下来，我们只考虑域K为完备的情形，此时我们把强导数称为导

数，有界线性弱微分称为方向导数，强可导称为可微，弱可微称为方向可微，并且有B(E,F ) =

L(E,F )，这样才是一个合格的微分理论。

定义 2.23: 设X和Y是赋范线性空间，容易得到n个X的笛卡尔积Xn是赋范线性空间，结合之

前定理B(Xn, Y )也是赋范线性空间，并且有连续的双射B(Xn, Y ) → B(Xk, B(Xn−k, Y ))。借

助特殊情况B(X,B(Xn−1, Y )) = B(Xn, Y )，对于映射f : X → Y，我们可以定义

(1)对于方向u1, ..., un ∈ X，定义符号dnf(x;u1, ..., un) = d(dn−1f)((x;u1, ..., un−1), un), n >

1; d1f(x;u1) = df(x, u)，如果存在T ∈ B(Xn, Y )使得dnf(x;u1, ..., un) = T (u1, ..., un)，则

称dnf(x;u1, ..., un)为一个n阶阶阶方方方向向向导导导数数数。对单一方向u ∈ X记dnf(x, u) = dnf(x;u, u, ..., u)，
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在最大值时称f在x处沿u方向n阶阶阶可可可微微微

(2)只要递归Dnf(x) = D(Dn−1f)(x) ∈ B(Xn, Y )存在，就把Dnf(x)称为f的n阶阶阶导导导数数数，并

在最大值时称f在x处n阶阶阶可可可微微微。

对于强可微的情况，我们可以轻松地得到一些性质，此时出现了领域性质，请关注这一

点。

定理 2.17: 设X和Y是赋范线性空间，令G ⊂ E是开集，f : G→ F是映射

(1)对一点x ∈ X，如果f在x ∈ G的某个领域内n-1阶可微，在x处n阶可微，则任意的n阶方

向导数存在且Dnf(x)(u1, ..., un) = dnf(x;u1, ..., un)

(2)如果f在G上n阶可微，则dnf(x;u1, ..., un) = dnf(x;uσ(1), ..., uσ(n)),∀σ ∈ Sn

(3)设G是凸集，如果f在G上n阶可微，则对x0, x0 + h ∈ G有

f(x0 + h) = f(x0) +
n−1∑
k=1

1

k!
Dkf(x0)(h

k) +Rn(h)

且

||Rn(h)|| ≤ 1
n!
sup{||Dnf(x0 + th)(hn)||, 0 < |t| < 1}

如果f在G上是n阶连续可微的，则有

||Rn(h)|| = 1
n!

∫ 1

0
(1− |t|)n−1||Dnf(x0 + th)(hn)||d|t|

我们只能对一点说可微，而不能说连续可微，连续可微必需在一个开集上说，我们把在

开集G上的n阶连续可微的映射集记为Cn(G)，并记C∞(G) = ∩∞
n=0C

n(G)，把Cn(G)的元素称

为G上的Cn映射，把C∞(G)的元素称为G上的光滑映射。还有一些更强的定理必需在更细致的

希尔伯特空间中才能证明，我们就不考虑了，最后给出反函数定理和隐函数定理来结束微分

的介绍。对于开集U ⊂ X,V ⊂ Y，如果f : U → V是双射且f ∈ Cp(U), f−1 ∈ Cp(V )，

则称f是Cp微分同胚。如果在一点x0 ∈ U处存在领域U0使得U0 → f(U0)是C
p微分同胚，则

称f在x0处局部C
p微分同胚，有了这些准备就可以描述我们的定理了。

定理 2.18: 设X,Y, Z是巴拿赫空间

(1)令U ⊂ X是开集，x0 ∈ U, p ≥ 1。如果f : U → Y在x0处局部Cp微分同胚，则Df(x0) :

X → Y是可逆的

(2)令U ∈ X × Y是开集，记(x0, y0) ∈ U，f : U → Z是连续映射。如果有fy : U/Y ⊂ X →
Z, x 7→ f(x, y)处处可微、Dfx : U → B(X,Z), (x, y) 7→ Dfy(x)在(x0, y0)处连续、Dfx(x0, y0) ∈
B(X,Z)可逆、f(x0, y0) = 0，则存在r > 0, δ > 0使得||y − y0|| < δ时f(x, y) = 0在||x − x0|| <
r内存在唯一的连续映射g : Y → X满足x0 = g(y0)

(3)令U ∈ X × Y是开集，记(x0, y0) ∈ U, p ≥ 1，f : U → Z是Cp映射。如果Dfx(x0, y0) ∈
B(X,Z)可逆、f(x0, y0) = 0，则存在r > 0, δ > 0使得||y − y0|| < δ时f(x, y) = 0在||x − x0|| <
r内存在唯一映射g : Y → X满足x0 = g(y0)且g在||y − y0|| < δ内p阶连续可微。

最后，我们来看看积分吧，实际上，微分几何之所以叫做微分几何是因为主要使用微分理

论，积分只是辅助作用，但既然来了，我们就来讨论一下吧。通常的积分指的是Rn上的勒贝
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格(Lebesgue)积分，它是在特殊的线性空间Rn上使用特殊的勒贝格测度建立的积分理论。最广

泛的想法是将积分建立在测度空间上，这些概率论经常用的，它过于广泛了，我们还是稍微特

殊一些，最好还能和上面的赋范线性空间兼容，这样“微积分”才是一个较好的整体。测度论

的核心步骤有两个，一是选取集类作为可测集，二是为可测集赋予合规的度量。

定义 2.24: 设集合X和它的子集构成的集类F
(1)如果有X ∈ F、A ∈ F ⇒ Ac = X − A ∈ F、∀n ∈ N, An ∈ F ⇒ ∪∞

n=1An ∈ F，则
称F是X上的一个σ代代代数数数。此时我们把(X,F)称为可可可测测测空空空间间间，任意U ∈ F称为可可可测测测集集集

(2)对于可测空间(X,F)，如果映射f : X → R满足∀a ∈ R, {x ∈ X : f(x) > a} ∈ F，则
称f是可可可测测测函函函数数数

(3)对于可测空间(X,F)，如果存在映射P : F → R ∪ {+∞}使得，P (∅) = 0、∀E ∈
F , P (E) ≥ 0、{En}, En ∈ F互不相交则⇒ P (∪∞

n=1En) =
∑∞

n=1 P (En)，则称P是(X,F)上
的一个测测测度度度

(4)我们把X、σ代数F和测度P构成的整体(X,F , P )称为一个测测测度度度空空空间间间。

虽然我们建立的只是一个空壳，没有具体填充可测的概念和具体的测度，但是由于我们同

样地与实数R建立了联系，因此已经就足够建立一个积分框架了。首先记扩充实数R = R ∪
{∞}，我们记所有可测函数f : X → R的全体为M(X,F , P )，同时记所有非负可测函数的全体
为M+(X,F , P )，我们把只取有限个值的可测函数称为简单函数，定义示性函数χA(x) = 0, x /∈

A; = 1, x ∈ A，于是取n个实数的简单函数的形式为φ(x) =
n∑

i=1

aiχEi
(x)，其中φ(Ei) = ai。

定义 2.25: 设(X,F , P )是测度空间

(1)对于简单函数φ ∈M+(X,F , P )，我们定义它的积积积分分分为
∫
φdP =

n∑
i=1

aiP (Ei)

(2)对于函数f ∈ M+(X,F , P )，我们定义它的积积积分分分为
∫
fdP = sup0≤φ≤f

∫
φdP，其中φ取

遍所有符合条件的简单函数

(3)对于函数f ∈ M(X,F , P )，如果
∫
f+dP, f+ : U ⊂ X → R>0, x 7→ f(x)和

∫
f−dP, f− :

U ⊂ X → R>0, x 7→ −f(x)均是有限的，则称f是可可可积积积的的的，并记它的积积积分分分为
∫
fdP =

∫
f+dP −∫

f−dP，我们记全体可积函数为L = L(X,F , P )。

这里相当于在整个定义域上积分，这是没有毛病的，在某个区间上积分只要它也是测度空

间，结果都是一样的，虽然这样的框架看起来又大又泛，但是因为借助了实数，有许多经典简

单结论都是存在的。

定理 2.19: (1)对任意的f, g ∈ L = L(X,F , P ), a ∈ R有(af : X → R, x 7→ af(x)) ∈ L, f + g ∈
L，同时有

∫
afdP = a

∫
fdP和

∫
(f + g)dP =

∫
fdP +

∫
gdP

(2)函数列{fn} ⊂M+(X,F , P )单调递增并且limn→∞ fn = f，则
∫
fdP = limn→∞

∫
fndP

(3)对任一函数列{fn} ⊂M+(X,F , P )有
∫
limn→∞ fndP ≤ limn→∞

∫
fndP

(4)对任意f ∈M+(X,F , P )，它给出X的一个测度I(E) =
∫
E
fdP (5)对任一函数列{fn} ⊂

M+(X,F , P )有
∫
(
∑∞

i=1 fn)dP =
∑∞

i=1(
∫
fndP )

(6)P (E) = 0⇒
∫
E
f = 0,∀f ∈ L(X,F , P )，还有大量的不等性质不想赘述了

(7)几几几乎乎乎处处处处处处指的是排除零零零测测测集集集(P (E) = 0)。对一函数列{fn} ⊂ L(X,F , P )，设它几乎处
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处收敛于可测函数f。如果存在g ∈ L(X,F , P )使得|fn| ≤ g,∀n，那么f可积且
∫
fdP = limn→∞

∫
fndP。

积分说到底计算才是核心，一般性的积分理论都是给出一个大框架，大框架下是没有任何

计算理论的，因此去探究各种实际的测度才是积分学真正该干的事情，而我们大框架则是给

出了，积分和一元实数上极限理论的普遍交换性质，研究更多虚无的大框架内容其实也没啥意

思，有关最重要的勒贝格积分的内容，请读者自己去参考相关“实变函数”的书籍吧。接下来，

我们试着将测度空间联系到赋范线性空间。

定理 2.20: 考虑空间L = L(X,F , P )
(1)我们将几乎处处相等的函数称为是等等等价价价的的的，并记[f ] ⊂ L为与f ∈ L等价的所有函数，设

等价类构成空间为L1 = L1(X,F , P )。则L1是赋范线性空间，它的范数为||[f ]||1 =
∫
|f |dP

(2)对于1 < p < +∞，我们定义Lp = Lp(X,F , P ) = {[f ] ∈ L1 :
∫
|f |pdP < +∞}。则Lp是

赋范线性空间，它的范数为||f ||p = (
∫
|f |pdP )

1
p

(3)我们定义L∞ = L∞(X,F , P ) = {[f ] ∈ L1 : |f | < +∞}。则L∞是赋范线性空间，它的范

数为||f ||∞ = sup{S(N) = supw/∈N{|f(w)|} : N ∈ F , P (N) = 0}
(4)若1 ≤ p ≤ +∞则Lp是巴拿赫空间

(5)Lp(1 ≤ p < +∞)是可分空间，即存在一个可数子集Γ ⊂ Lp使得∀f ∈ Lp, ε > 0,∃g ∈
Γ, ||f − g||p < ε

(6)L2是希尔伯特空间，即定义的实内积(f, g) =
∫
fgdP所诱导的度量是完备的。

通过上面的简单定理，我们得到了一个实数域上的巴拿赫空间Lp，因此上面有之前建立的

微分理论，此时可以发现一个有趣的现象即“所有连续函数都可积”，所以可积的理论是大于

可微的理论的，我们点到为止，更多的内容就留给自行去探索吧。

2.3.3 复分析

最后，我们再来稍微提一下复分析，我们在上一部分介绍的微分理论实际就是泛函分析的

基础内容的缩略，而积分理论就是实变函数的基础内容，既然后者带一个实，我们应该意识

到了，之前的积分理论不包括复积分。至于微分部分其实已经被包含在了框架中，我们有两

种看法，一是把复数看成C = R2，并使用模|x + iy| =
√
x2 + y2，另一种是直接看域的一元

分析理论C，相应的绝对值也是模|x + iy| =
√
x2 + y2，这两种微分是等价的，即“一元复可

微等价于两个二元实函数可微+C-R方程”。显然可微复变函数与可微二元实函数的最大区别

是多了一个C-R方程，正因如此使得任意可微复变函数都是光滑的，请注意这个性质是因为使

用了具体的范数所以才产生的，虽然看起来二元函数和复数的范数定义基本一致，但是复数有

个i2 = −1的性质，它使得两个坐标存在联系，换句话就是限制变强了，而二元实函数的两个
坐标不具有这样的关联，因此性质更弱，但范围更广。一元复函数的可微理论大概就这些，复

变函数更精彩的部分是积分理论，它不在我们之前所讨论的大框架下，所以我们来稍微讨论一

下。

定义 2.26: 设C是复平面上一条光滑(C∞可微)的简单(没有交叉点)曲线C : [0, 1]→ C，f(z) =
u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy是一复变函数。先把曲线C任意分成n个小弧段，设分点为A =
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z0, z1, ..., zn−1, zn = B，然后在弧
⌢

zk−1zk上任取点ζk，并记∆zk = zk−zk−1，接着设λ = max1≤k≤n{|∆zk|}。

此时，如果极限和式
∫
C
f(z)dz = lim

λ→0

n∑
k=1

f(ζk)∆zk存在，则称f在C上可可可积积积，并把其值称为f沿C从A到B的

复复复积积积分分分。

此处其实是传统的积分定义，甚至连黎曼积分都算不上，黎曼积分使用上下达布(Darboux)和

相等来定义，不过这两种积分是等价的就是了。那为什么不能和实数一样放到之前的大框架下

呢？这其实很显然，因为测度函数要求值域必需是实数，如果替换成复数的话，那么序结构

不存在，就无法定义出可测函数了，失去了这个根基就失去了一切，那么使用模怎么样|f(z)|，
这属实是想多了，取模后的函数失去了很多信息，根本就没有研究的价值。注意到多元实函数

中的“曲线积分”和“曲面积分”与复积分有一个共同特点，即都是具有方向的积分，但它们

却处于测度的大框架下，实际上，复函数的共轭函数在相应曲线下积分值的实部就等于对应的

曲线积分，所以复积分相当于做了更多的事，并把多做的事藏在了虚部中，也正因如此，复积

分也比一般的二元曲线积分有更强的性质，即“全纯区域内的闭积分为零，且两点间的积分值

与路径无关”。为什么R和C都是作为完备的存在，非得进行区别对待呢？其实显然可以发现，
那就是零点所导致的代数性质有很大差异，C是代数闭域，而R却不是。此时，我们又可以意
识到一件重要的事情，当我们考虑流形和代数簇的联系时，我们往往只会考虑复流形，比如

周(炜良)定理(Chow theorem)，就是断言复流形PCn的解析子簇是代数簇，模性定理的正向构

造中也是从一个复流形X(Γ)开始的。

定理 2.21 (代数基本定理): 对任意的f(z) ∈ C[z]，存在z ∈ C使得f(z) = 0。

不要小看零点这个代数性质在复变函数中的作用，首先零点和其倒函数的奇点存在一一对

应，“f(z)的n阶零点⇔1/f(z)的n阶奇点”，因此在复变函数中研究奇点比实变函数存在更多的

便利。复变函数另一个重要的性质，就是解析延拓的唯一性。

定理 2.22 (解析开拓原理): 设复平面C的区域(即连通开集)D1, D2, D = D1∩D2，且f1(z)在D1内

解析，f2(z)在D2内解析，并且f1(z) = f2(z), z ∈ d，则函数f(z) = [f1(z), z ∈ D1− d; f2(z), z ∈
D2 − d; f1(z) = f2(z), z ∈ d]在D = D1 ∪D2上单值解析。

这个定理看起来好像平平无奇的，好像就是说函数可以粘合起来，然后转念一想，拿个二

元实函数行不行，实际上多元实函数可以进行连续延拓。

定理 2.23 (连续延拓定理): 设F是Rn中的闭集，f : F → R是连续函数，且满足有界|f(x)| ≤
M,x ∈ F，则存在连续函数g : Rn → R使得g(x) = f(x), x ∈ F。

虽然看起来好像天差地别，但它们本质都是在说定义域扩大这一回事，首先解析肯定是比

连续更强的，其次如果将复函数视为二元实函数的话，它可以自动满足连续延拓定理，它本

质就是一个拓扑上的性质定理，而且复变函数在闭集上有最大模原理，可以自动满足有界的条

件。那么反过来考虑，开集上可微的实函数能粘合在一起吗，首先闭集粘合是不现实的，边

界可微是无法定义的，和复变函数必需在开集上解析一样，其次实变函数存在多种可微性“连

续>可微>光滑>解析”，在实变函数中单点光滑和单点解析不能等价，单点解析要求局部的泰

勒展开收敛到函数，在复变函数中的可微关系是这样的“连续>可微=光滑>解析”，放到局部

开集上的话就是“连续>可微=光滑=解析”，最后延拓的关键其实在于解析性，解析性说明了
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一件重要的是“开集内任意一点都可以互相计算”，而复变函数在局部上正因为有“光滑=解

析”，导致我们可以通过求导的手段得到一个可计算的幂级数来计算领域内的值，从而使得造

就了复变函数的解析延拓性，而实函数的局部区域内只有“光滑>解析”，因此求导所得的计

算可能无法计算出领域内的值，从而无法实现光滑延拓。从深层次的代数原因来考虑，最大的

祸根主要是因为R不是代数闭域，而代数中的多项式属于计算的代表，我们把复变函数的微分
整体性写出来就是，“幂级数收敛↔满足C-R方程↔积分路径无关”。复变函数的解析延拓，有
另一个作用是实现“黎曼面”，我们来稍微讲讲吧。

首先是复平面内，有两个最著名的多值函数，即幂函数w = n
√
z =

√
rei

θ+2kπ
n , z = reiθ和

对数函数w = Lnz = ln|z| + i(θ + 2kπ)，破解这些函数多值性的最简单办法就是k = 0从而

得到单值函数，这样有什么问题吗？这会使得w = n
√
z在正半轴上R≥0失去解析性，比如拿单

叶分支w =
√
rei

θ
n来说，从上往实轴x + hi → x(h, x ∈ R≥0)的极限是

√
xei

0
n，而从下往实

轴x−hi→ x(h, x ∈ R≥0)的极限是
√
xei

2π
n ，其实我们发现核心的问题是辐角的不连续，此处我

们限制0 ≤ θ < 2π，更普遍的方式是−π < θ < π，此时会更明显的出现
√
xe−iπ

n和
√
xei

π
n，如果

角度的底下没有n的话，这两个值确实相等，但是由于n的存在导致“角度的循环变换与线性的

计算产生了不协调”。以笔者的观点来看，我希望大家以这种观点来看待这个多值性，对任意

一个角度而言存在一个k ∈ N使得kθ = θ，而对一个单纯的实数而言不存在这样的性质，但是

它们的计算被混合在一起了，想要消解就必需使得这这种运算互相协调起来，协调域是不可能

的时期，但协调特定的函数是可以的，比如对w = n
√
z，此时对于辐角有nθ = θ，那么我们只需

要让w有n个“不同的值”w1, ..., wn使得∀n,wn
i = wi，在这种协调下，(w, z)就能形成协调的连

续对应，更进一步还是解析的。换言之，它们的实际对应本质是C → Cn，但是后者存在粘合

部分，设Cn = C1×...Ci×...×Cn, i ∈ Zn(Zn是n阶循环加法群)，此时我们可以把Ci和Ci+1，(我

们取辐角系为0 ≤ θ < 2π)进行这样的粘合x− hi ∈ Ci → x ∈ Ci+1(h→ 0, x ∈ R≥0)，简单来说

就是“每个分支的R≥0轴被上一个分支的下面靠近，而自己的下面靠近下一个分支的R≥0轴”。

这样得到的 n
√
z : C→ Cn就是连续的，并且是zn : Cn → C的反函数。其实后面这一点才是最重

要的，当一个函数可逆的时候，就可以拿来作为解析同胚，这在证明复曲面的“单值化定理”

起着重要作用，上面的讨论还是有些不严谨的，我们最后再来严格表述一下。

我们对一点a ∈ C = C ∪ {∞}考虑记fa(z) =


∑∞

n=0 cn(z − a)n a ∈ C∑∞
n=0

cn
zn a =∞

表示在a点附近解

析的函数，因为解析延拓定理的存在，我们只需要这种附近完全确定的函数就能确定函数在整

个复平面上的情况，此时我们定义集R = {(a, fa(z)) : fa(z)取遍a附近所有不同的解析函数}，
此时我们再定义所有解析函数的集合为C∞(C) = {f : U → C : U是一个区域(连通开集)并

且f在上面解析}，于是我们有下面的核心定理。

定理 2.24: (1)R是一维复流形
(2)R的连通开集与C∞(C)的元素一一对应。

对任一(f : U → C) ∈ C∞(C)，设它对应的连通开集为Af ⊂ R，则它是一个开子复流
形，我们称Af为f的黎曼面，此时对一点a ∈ U，它在Af中有多个{fa(z)}，把这个集合的元素
称为f在a处的一个连通分支，显然单点解析得到的分支可以直接延拓到整个定义域上的连通分

支了。最后，我们再来讲一讲多元复变函数，其上也有不少奇妙的性质。

考虑连通开集U ∈ Cn，我们把在其上的解析函数f : U → C的全体记为H(U)，此时会出
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现n个变量z = (z1, ..., zn)，记f = u+iv, zi = xi+iyi，我们引入算子
∂

∂zj
= 1

2
( ∂
∂xj
−i ∂

∂yj
)和 ∂

∂zj
=

1
2
( ∂
∂xj

+ i ∂
∂yj

)，并定义复平面的子集Dj = {zj ∈ C : ∃z ∈ U}，此时我们可以得到。

定理 2.25: 如果 ∂f
∂zj

= 0在Dj , (j = 1, ..., n)上恒成立，则f ∈ H(U)。

上面算是简单的微分理论了，都在大框架下，接下来主要还是介绍零点和奇点性质，多元

复函数的奇点性质表现在，全纯开拓上(全纯和解析是一个意思，为了区分一元复变函数情况，

以后统一称为全纯)，即区域上的全纯函数解析开拓后仍然全纯，在一元复函数并没有这样的

性质，比如f(z) = 1
z−a
的任意不包含a的区域上都是全纯的，但无论这些区域上怎么延拓在a处

都无法全纯。这种现象的核心是下面的两个定理。

定理 2.26: (1)对连通开集U ⊂ C，如果f : U → C是全纯函数，则f在U中的零点一定是孤立
的

(2)对连通开集U ⊂ Cn(n > 1)，如果f : U → C是全纯函数，则f在U中的零点一定不是孤
立的。

我们之前就说明，零点和奇点有互相对峙的关系。虽然多元复函数具有全纯开拓性，但它

不一定能像一元复函数那样解析延拓到整个复平面，即不能像通过一个局部就直接确定出整个

复空间上的函数，我们可以把这种有延拓性质的局部给分离出来，给个定义。

定义 2.27: 对于连通开集U ⊂ Cn，如果不存在U ′ ⊋ U使得∀f ∈ H(U),∃g ∈ H(U)满足g由f进

行解析延拓得到，则称U是一个全全全纯纯纯域域域。

定理 2.27: (1)C中的所有开集都是全纯域
(2)Cn(n > 1)一定存在一个非全纯域。

当然我们也可以试着在Cn中找一些好用的全纯域，比如欧式凸域，任意一个复平面截面

的连通开集就符合条件。复变函数还有许多其它的内容，但因为我们主要用到的也就微积分性

质，所以就不做过多讨论了，读者只要从整体上理解各种函数的关系，和一些特别的性质就足

够了。

2.4 连续的几何学——微分几何

2.4.1 局部理论

或许你会发现微分几何，也是建立直角坐标系，并研究相应方程的过程，比如研究球面x2+

y2 + z2 = 1，既然如此干脆都叫坐标上的代数几何算了，我们不能以如此粗浅的看法来简

单思考，解析几何研究的对象不具有分析性质，即多项式F [x1, ..., xn]，它可以直接在线性空

间Fn上研究，而微分几何研究的对象不具有分析性质，即一般光滑曲面f(x1, ..., xn) = 0，它

必需在完备的线性空间Fn上研究。也就是说，解析几何的研究更泛，但性质却更加初略，但能

稳定解析几何性质的对象F [x1, ..., xn]却比微分几何更窄f(x1, ..., xn) = 0，研究空间和空间上映

射的方向是不一样的。普通的微分几何，最多只能研究空间R3中的几何，即曲线f1(x, y, z) =

0 ∩ f2(x, y, z) = 0和曲面f(x, y, z) = 0，并不是不能深入研究，而是更大的微分流形框架出现

了，这和解析几何其实道理是一样的，不是不能研究，只是没必要研究，我们通常所生活世界

的几何，也就只有三维。
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所谓微分几何的局部，就是研究曲线或曲面一点的附近的性质。而其中的曲线理论又是最

为简单的，我们可以分分钟就把它介绍完，而且后面我们会看到，曲线的理论可以看成曲面的

子理论，因此“三维微分几何的核心研究对象是曲面”，请记住这一点。首先我们指出用交线

来定义曲线是代数几何的做法，其次我们用E3来表示欧式空间R3，并用{O; e1, e2, e3}来表示右
手螺旋的坐标{O; i, j, k}，这主要是习惯和便利的问题，我们也采用这样的做法，在微分几何
中，我们使用映射r : (a, b) → E3, t 7→ (x(t), y(t), z(t)) = x(t)e1 + y(t)e2 + z(t)e3来表示一个

曲线，如果这个曲线还满足x(t), y(t), z(t)在(a, b)上至少3阶连续可微且|dr(t)
dt
| > 0,∀t ∈ (a, b)就

把r称为一个正则曲线，这就是我们主要的研究对象，3阶可以理解为这是三维空间，而后一个

条件实际是r′(t) ̸= 0，这些都是为了保证可以实现局部线性的必需条件。

接下来我们考虑正则曲线r(t) ∈ Hom((a, b), E3)，对一点t0 ∈ (a, b)，我们把X(u) = r(t0)+

ur′(t0) ∈ L(R,E3)称为r(t)在t0处的切线。我们试着从中提取处单位向量，就需要借助弧长参

数，首先我们可以定义任意一段弧(c, d) ⊂ (a, b)的长度为

s(c, d) =
∫ d

c
|r′(t)|dt

特别地，我们令s(t) = s(a, t) : (a, b) → (0, l)，其中l表示这段曲线的总长度，则s是一个

双射，此时我们可以转化曲线的参数为r(s) : (0, l) → E3，并把它称为曲线的弧长参数。可以

证明弧长参数最大的特点是r′(s) = dr(s)
ds
是单位向量，此时我们记t(s) = r′(s)，并把它称为曲

线的切向量，此时t′(s)虽然不是单位向量，但我们可以有单位化的手续，先令κ(s) = |t′(s)|，
此时如果κ(s) ̸= 0则n(s) = 1

κ(s)
t′(s)是单位向量，并把它称为曲线的主法向量，此时我们使用

向量的外积b(s) = t(s) ∧ n(s)(向量外积)即可以得到曲线的副法向量，这样我们就可以在曲线

上的一点得到了一个右手坐标系{r(s); t(s), n(s), b(s)}。嗯，很好，这就是微分几何，那这到底
有啥用呢？我们研究各种几何对象的一种思想就是得到各种特征量，从而将明显的区分出来，

如果是一个具有计算性质的特征就更好了，比如平面上的直线和曲线很显然有区别，但区别在

哪里呢，通过微积分计算就可以发现，直线其实就是每点切线斜率相等的直线。这里也是同样

的道理，我们把κ(s0)称作曲线r(s)在s0处的曲率，更进一步定义τ(s) = n′(s)b(s)(向量内积)，

把τ(s0)称为曲线r(s)在s0处的挠率，κ(s)和τ(s)就是拿来度量空间曲线的两个核心性质，而平

面曲线的κ(s) = 0，所以不存在挠率。

d
ds


t(s)

n(s)

b(s)

 =


0 κ(s) 0

−κ(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0



t(s)

n(s)

b(s)


定理 2.28: (1)设空间曲线r的曲率κ > 0，则r落在一个空间平面Ax+By+Cz +D = 0内的充

要条件是τ ≡ 0

(2)空间曲线的弧长、曲率、挠率在刚体运动下是不变的

(3)对任意E3中两条同弧长参数区间(a, b)的曲线r1(s)和r2(s)，如果有κ1(s) ≡ κ2(s) > 0且τ1(s) ≡
τ2(s)，则存在一个刚体运动T使得r1 = T (r2)

(4)如果κ(s) > 0和τ(s)是(a, b)上两个连续可微函数，则存在E3的弧长参数曲线r(s), s ∈
(a, b)，使得κ和τ分别为它的曲率和挠率。

曲线的局部理论也就这么点，接下来我们还是来考虑更为丰富的局部曲面理论。我们使用

映射r : D ⊂ R⊭ → E3, (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = x(u, v)e1 + y(u, v)e2 + z(u, v)e3来表
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示一个曲面，参数表示的好处在于，我们可以研究一个局部，而不需要考虑一个整体曲面f(x, y, z) =

0。同样地，如果还满足x(u, v), y(u, v), z(u, v)在D上至少3阶连续可微(自然可求偏导)且ru =

( ∂x
∂u
, ∂y
∂u
, ∂z
∂u

) ∧ rv = (∂x
∂v
, ∂y
∂v
, ∂z
∂v
) ̸= 0(即线性无关)，则称它是正则曲面，后一个条件和曲线一

样就是为了保证它确实是双参数的曲线。

接下来我们只考虑正则曲面S : r(u, v) ∈ Hom(D,E3)，对于局部理论我们同样先考虑一

点P = (a, b) ∈ D，由假设可知ru(a, b)和rv(a, b)是两个线性无关的向量，此时我们可以令它们
生成的二维线性空间为TP (S) = ⟨ru(a, b), rv(a, b)⟩，并把它称为S在P处的切平面，并把过P点
且垂直与切平面的直线称为法线，此时我们也能得到一个坐标系(P : ru(a, b), rv(a, b), ru(a, b) ∧
rv(a, b))。我们把区域D内的一条正则曲线r(u(t), v(t)), u(0) = a, v(0) = b称为曲面S上的一条

过P的曲线，有个这些简单内容，我们有下面定理。

定理 2.29: (1)对于正则曲面S上的任意一点P，TP (S)等于曲面S上过P曲线的切向量全体

(2)曲面的切平面和法线与参数选取无关。

或许我们有必要解释一下什么叫做“参数选取无关”，这并不是说它们在“数值上是不变

的”，而是说它们的转化方式和参数的转化是一致的。如果曲线有一个参数变换σ : (u1, v1) →
(u2, v2)是双射且雅可比(Jacobi)行列式∂(u2,v2)

∂(u1,v1)
̸= 0，此时我们认为r(u1, v1) = r(u2(u1, v1), v2(u1, v1))是

一个参数变换，如果某种几何对象l : S ⊂ U → E3也满足l(u1, v1) = l(u2(u1, v1), v2(u1, v1))就

称l与r的参数选取无关。我们先计算一系列的参数E = ruru、F = rurv、G = rvrv(这里的向

量乘法都是内积，以后不再提醒了)、然后记法向n = ru∧rv
|ru∧rv|，再计算一系列的参数L = ruun、

M = ruvn、N = rvvn。此时，我们记

I = ds2 = Edudu+ 2Fdudv +Gdvdv

II = Ldudu+ 2Mdudv +Ndvdv

并把I称为曲面的第一基本形式，把II称为曲面的第二基本形式。虽然第一基本形式在几何

上可以计算弧长，但笔者认为，“形式”就应该是形式，是不应该具备实际意义的，把它们直

接看成I : D → R3, (u, v) 7→ (E,F,G)和II : D → R3, (u, v) 7→ (L,M,N)，笔者认为这样也是合

理的，关键还是在一点处计算处的六个参数，它描述了曲面的基本局部形状。

定理 2.30: (1)曲面的第一基本形式与参数选取无关

(2)曲面的第一基本形式在合同变换下不变

(3)曲面，在第二基本形式正定或负定(即LN −M2 > 0)处点的附近是凸的(或凹的，主要

看怎么取法向)，在第二基本形式不定(即LN −M2 < 0)处点的附近是马鞍型的

(4)曲面的第二基本形式，在同向参数变换(即∂(u2,v2)
∂(u1,v1)

> 0)下相同，在反向参数变换(即∂(u2,v2)
∂(u1,v1)

<

0)下变号，即II(u2, v2) = −II(u1, v1)
(5)曲面的第二基本形式，在刚体运动下不变，在反向刚体运动下变号。

请注意刚体运动和合同变换的区别，合同变换指O(3) + P即经过一个正交变换T ∈ O(3)后

再沿P平移，而刚体运动指SO(3) + P，它排除了det(T ) = −1, T ∈ O(3)即镜面反射的情况，

此时把“合同变换-刚体运动”的部分称为反向刚体运动。通过上面的一系列定理，我们知道

了曲面的一些决定参数，但是似乎好像还是不能完全由这六个参数来确定曲面，因此我们需
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要计算更多的参数来描述曲面的性状。我们在曲面上随便找一条过P的使用弧长参数的曲线l :

r(u(s), v(s))，此时我们定义

kn(l) = L(
du

ds
)2 + 2M

du

ds

dv

ds
+N(

dv

ds
)2

由于曲面过点的弧长参数曲线和此点切平面内的单位向量有一一对应关系，我们可以对切

向量w = λru + µrv ∈ TP (S)定义类似的量

kn(
w

|w|
) = Lλ2 + 2Mλµ+Nµ2

由简单的探究可以发现对于单位向量有|w| = Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2，于是我们最终可以定义

kn(w) =
Lλ2 + 2Mλµ+Nµ2

Eλ2 + 2Fλµ+Gµ2

此时我们把kn(w)称为向量w的法曲率，我们可以把这个数视为kn : TP (S)→ R，显然由定
义式就可以知道它的变换性质和第二基本形式是一样的。当LN −M2 > 0时，此处的法曲率都

是同号的，它的表现形状就是我们之前所说的凸的样子，我们把这样的点称为椭圆点；当LN−
M2 < 0时，法曲率将给出两个渐进方向，它在点附近分出四个区域，相对两个区域的凹凸情

况一致，而相邻两个区域凹凸情况相反，它的表现形状就是我们之前所说的马鞍的样子，我

们把这样的点称为双曲点；当LN −M2 = 0时，我们把这样的点称为抛物点，特别地，我们

把L =M = N = 0的点称为平点。显然，法曲率应该会存在一种类似线性空间的结构，如果我

们能只通过切空间就得到法曲率，就是一件比较好的事，我们可以来定义一个线性变换

W : TP (S)→ TP (S), v = λru + µrv 7→ −(λnu + µnv)

上述变换运用了，单位法向量求导后的分量落在复平面内的性质，而且这个变换与参数选

取无关，此时对任意单位向量v ∈ TP (S)就会有一个简单的性质kn(v) = W(v)v，此时根据线性

代数理论可知W应该有两个特征值的，如果细心计算的话，它就是下面方程的根

k2 − LG− 2MF +NE

EG− F 2
k +

LN −M2

EG− F 2
= 0

我们把这两个根记为k1, k2，并把它们称为这点的主曲率，把H = 1
2
(k1 + k2)称为平均曲

率，把K = k1k2称为高斯曲率。所有的法曲率可以由主曲率算出kn(v) = k1cos
2θ + k2sin

2θ，

所以其实主曲率的用途远大于法曲率。此时我们有一个很好的判断性质，K > 0表示椭圆点，

K < 0表示双曲点，K = 0表示抛物点。我们把k1 = k2 = k时的点称为脐点，特别地把k ̸= 0时

称为圆点。其实微分几何，对于一个实际的曲面，就是一个算算算的理论，目前我们有一大批

的局部参数，(I, II, k1, k2,K,H)，它们基本已经把局部描述了个遍，其实有些书还有第三基本

形式III = nunududu + nunvdudv + nvnvdvdv，说实话几个量算来算去，搞再多也其实得不到

什么新东西，其实我们现在最大的疑问在于第一、二基本形式中的du, dv到底意味着什么，实

际上，它们隶属于外代数，是二次微分式，还有就是如何让第一、二基本形式像曲率和挠率一

样来决定曲面，或者说怎样的第一、二基本形式可以决定一个曲面。实际上，它们需要满足一

种运动方程，即点变动时的Gauss-Codazzi方程，我们来介绍一下吧。
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运用之前的参数曲面r(u, v)和参数单位法向量n(u, v)，我们定义gij = rirj , bij = rijn =

−rinj(i,j取遍u和v)，因此(gij)和(bij)都是2阶方阵。我们记u1 = u, u2 = v, ri = rui , ni = nui，

并规定爱因斯坦求和约为，指标出现上下相同时就对其取遍1和2，例如此时有

dr = ridu
i = r1du

1 + r2du
2

I = gijdu
iduj = g11du

1du1 + g12du
1du2 + g21du

2du1 + g22du
2du2

II = bijdu
iduj = b11du

1du1 + b12du
1du2 + b21du

2du1 + b22du
2du2

进一步定义符号gij = (gij)
−1, bji = bikg

kj , g = det(gij), b = det(bij)，由于我们要研究变换

规律，求导就必要的运算了，其需要下面的特殊记号

Γk
ij =

1

2
gkl(

∂gil
∂uj

+
∂gjl
∂ui
− ∂gij
∂ul

),Γkij = gklΓ
l
ij

即Christo�el符号，虽然它看起来有点复杂，但它其实就是把求导的具体内容通过一般运

算表达出来的结果，即我们有下面的结论
∂r
∂ui = ri, i = 1, 2 (M1)

∂ri
∂uj = Γk

ijrk + bijn, i, j = 1, 2 (M2)

∂n
∂ui = −bjirj , i = 1, 2 (M3)

我们把上面的三个方程称为曲面在自然坐标{r : r1, r2, n}下的运动方程。此时，我们再引
入一个Riemann记号

Rlijk = glm(
∂Γm

ij

∂uk
− ∂Γm

ik

∂uj
+ Γn

ijΓ
m
nk − Γn

ikΓ
m
nj)

此时，我们借助交换求偏导的性质和方程的独立性，运动方程可以推出更简单的三个方

程，即 
R1212 = −(b11b22 − (b12)

2) (G1)

∂b11
∂u2 − ∂b12

∂u1 = b1iΓ
i
12 − b2iΓi

11 (C1)

∂b21
∂u2 − ∂b22

∂u1 = b1iΓ
i
22 − b2iΓi

21 (C2)

我们把上面的三个方程称为曲面的Gauss-Codazzi方程或者结构方程。接下来借助这些

方程理论，我们有一系列的定理来表明第一、二基本形式的用处。

定理 2.31: (1)如果两个曲面在同一参数下第一、二基本形式相同，那么它们相差一个刚体运

动

(2)如果有一系列的参数Γk
ij , bij , b

i
j满足Gauss-Codazzi方程，则存在该点的一个领域及其上

的一个曲面r(u, v)，使得gijduiduj和bijduiduj分别是这个曲面的第一基本形式和第二基本形式。
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至此，我们基本已经把第一、二基本形式的地位给完全确定了下来，它在满足一定条件的

情况下可以局部完全确定一个曲面，就和曲线的曲率和挠率一样，或许唯一的疙瘩就是这些方

程和计算都丑不拉几的，一点数学的美感都没有，但完全没事，我们只要敢于定义符号，美感

就是分分钟的事情，请跟着我一起来吧。首先，我们要将自然坐标{r : ru, rv, n}，进行Schmidt正

交化，即

e1 =
ru
|ru|

, e2 =
rv − (rve1)e1
|rv − (rve1)e1|

, e3 = e1 ∧ e2

此时的标准正交基构成的框架{r : e1, e2, e3}就会好用很多了。此时我们要定义和原来坐标
关联的变换矩阵A = (aij)，计算就能得到[

ru

rv

]
=

[
a11 a12

a21 a22

][
e1

e2

]
借助这些系数，我们可以轻松地定义两个一次微分形式ω1 = a11du+ a21dv (= dre1)

ω2 = a12du+ a22dv (= dre2)

最后我们需要对正交活动标架求导，同样地，我们可以定义出一系列求导相关的系数ωij，

它由下面三个方程确定

dei = ωi1e1 + ωi2e2 + ωi3e3, i = 1, 2, 3

最后我们再定义一个矩阵B = (hij)，别怕这是最后一个了

[ω13, ω23] = [ω1, ω2]B,B =

[
h11 h21

h12 h22

]
接下来，我们有一系列的简单结论，运算证明过程就留给大家自己去探索吧。

1）标架的运动方程： 

dr = ω1e1 + ω2e2 (Y1)

de1 = ω12e2 + ω13e3 (Y2)

de2 = ω21e1 + ω23e3 (Y3)

de3 = ω31e1 + ω32e2 (Y4)

其中ωij + ωji = 0(1 ≤ i, j ≤ 3)；

2）曲面的结构方程：
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dω1 = ω12 ∧ ω2 (S1)

dω2 = ω21 ∧ ω1 (S2)

dω12 = ω13 ∧ ω32 (S3)

dω13 = ω12 ∧ ω23 (S4)

dω23 = ω21 ∧ ω13 (S5)

3）各种特征值：

I = ω1ω1 + ω2ω2

II = ω1ω13 + ω2ω23

III = ω13ω13 + ω23ω23

ω13 ∧ ω23 = Kdu ∧ dv

AAT =

[
E F

F G

]

K = detB,H =
1

2
TrB

注意到上面使用了外代数，它的整体理论我们已经在线性代数中讲过了，在这里我们就

简单的定义一下外微分。一阶外微分形式指fdu + gdv，对于两个外微分形式定义它们的外积

为(f1du+ f2dv)∧ (g1du+ g2dv) = (f1g2 − f2g1)du∧ dv，此时，令二阶外微分形式指fdu∧ dv，
其中外积具有线性和反对称性，这来自线性代数的外代数。最后定义外微分，零阶外微分形式

时df = ∂f
∂u
du+ ∂f

∂v
dv，一阶外微分形式时d(fdu+ gdv) = (−∂f

∂v
+ ∂g

∂u
)du ∧ dv，二阶外微分形式

时d(fdu ∧ dv) = 0，注意这些都是定义不是性质，虽然可以形象定义，再通过线性代数的外代

数理论来简化成上面的形式，但笔者觉得实在是多此一举，干脆直接搞成定义算了，虽然给人

有点不明所以的感觉就是了。

2.4.2 整体理论

对于一点的局部性质，我们差不多也玩腻了，接下来我们来看看整体上的微分几何吧，在

这里我们将得到许多美妙的结论，而且还能试着发现平面上的非欧几何在曲面上的模型。对

于E3中两个曲面的一一对应σ : S1 → S2，如果任意S1上曲线C的长度与σ(C)相等，则称σ是等

距变换。我们把S1上两条曲线在交点处切向量的夹角叫做两条曲线的夹角，如果一一对应σ :

S1 → S2保持任意两条曲线的夹角，则称σ是保角变换。此时，我们可以得到最简单的一个定

理。

定理 2.32: (1)任意等距变换都是保角变换

(2)任意曲面上的每一点都有一个领域，它可以和欧式平面R2的一个区域间建立保角变换

(3)高斯曲率K只与第一基本形式有关，即dω12 = −Kω1 ∧ ω2。互为等距(即存在一个等距

变换)的曲面，在对应点处的高斯曲率相等。
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由于接下来我们考虑整体微分几何性质是，需要一种特殊微分的，我们接下来就把它定义

出来。

定义 2.28: 对于E3中的一曲面S : r(u, v) ∈ Hom(D,E3)

(1)我们把映射v : D → E3, P 7→ v ∈ TP (S)称为S上的一个切切切向向向量量量场场场，它可以由局部正交

活动标架显式地写为v = f1e1 + f2e2

(2)对切向量场v = f1e1 + f2e2，我们定义它的协协协变变变微微微分分分Dv = (df1 + f2ω21)e1 + (df2 +

f1ω12)e2

(3)设P,Q ∈ S，γ : r(u(t), v(t)), t ∈ (a, b)为S上的连接P,Q的曲线，设v|γ : (a, b) →
E3, t 7→ v(γ(t)) ∈ Tγ(t)(S)是切向量场在γ上的截取，如果有

Dv|γ(t)
dt

≡ 0则称v沿γ平平平行行行。

有关这些东西，我们马上可以给出一些简单的性质。

定理 2.33: (1)切向量场的协变微分与标架的选取无关，并且有Dv = (dve1)e1 + (dve2)e2

(2)协变微分有基础的微分性质，如D(v+w) = Dv+Dw、D(fv) = dfv+ fDv、D(vw) =

Dvw + vDw

(3)曲面上任意一曲线，只要确定其上的一个切向量，那么沿这条曲线平行的切向量场是唯

一的

(4)沿同一曲面上的曲线平行的切向量场在曲线上的内积恒为常数。

有了这些基础的概念，我们现在可以来研究曲面上的几何了，首先是曲面上的直线。

定义 2.29: 对于E3中的一曲面S : r(u, v) ∈ Hom(D,E3)，设一弧长参数曲线为l : r(s) =

r(u(s), v(s))，此时令正交标架的一个分量为e1 =
dr
ds

(1)我们把kg(l) =
De1
ds
e2称为l的测测测地地地曲曲曲率率率

(2)我们把曲面上测地曲率为0的曲线称为曲面的测测测地地地线线线。

由于曲线都可以找到弧长参数，所以定义对任意曲线成立，此处的测地线实际上就是“直

线”的概念在曲面上的推广，比如平面的测地线其实就是直线，我们可以有下面的一系列简单

性质。

定理 2.34: (1)测地曲率只与第一基本形式有关，并且有κ2 = k2g + k2n

(2)弧长参数曲线l : r(s) = r(u1(s), u2(s))是测地线当且仅当，满足下面的测测测地地地线线线方方方程程程
d2u1(s)

ds2
+ Γ1

ij
dui(s)

ds
duj(s)

ds
= 0

d2u2(s)
ds2

+ Γ2
ij

dui(s)
ds

duj(s)
ds

= 0

(3)切平面上的一个单位向量唯一确定一个在这点以其为切向量的测地线

(4)等距变换将测地线变为测地线

(5)曲面上的曲线是测地线当且仅当，这条曲线的主法向量与曲面的法向量平行

(6)曲面上连接两点的长度最短曲线是测地线。

实际上性质(6)也可以作为测地线的定义，但是计算会变得很繁琐，它其实是古典物理的一

种用法，作为数学生，我们还是采用更加合理的定义比较好。如果，测地线代表了平面几何的

直线，那么我们应该可以自然地模仿平面几何，通过测地线来建立曲面上的坐标。我们设S :
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r(u, v) ∈ Hom(D,E3)是E3中的曲面，在一点P ∈ S附近，我们设过P的曲面上一条弧长参

数测地线为x(u)，再设一条同样过P的曲面上一条弧长参数测地线为y(v)，且x(u)与y(v)在P处

正交(即夹角为π
2
)，此时我们可以得到曲面上的一个测地平行坐标系为一一对应{P : (u, v)} :

R2 → S, (u, v) 7→ r(x(u), y(v))，此时曲面的第一基本形式为

ds2 = du2 +G(u, v)dv2

我们虽然说过第一基本形式与参数选取无关，但实际上它具体的计算表达式还是会随曲线

的选取而改变，而此时的第一基本形式算是比较好看的一种，即E = 1, F = 0，又由于(u, v)是

弧长参数，所以我们有u = 0 ⇒ G(0, v) = 1和v = 0 ⇒ G(u, 0) = 1，即此时的第一基本形式可

以直接通过(u, v)参数来计算弧长。测地坐标也和平面坐标一样可以建立极坐标的形式，首先

对任意一个单位切向量v ∈ TP (S)，由之前的定理我们可以唯一找到一条曲面上的测地线γv(s)，

此时我们可以定义测地射线为γ(v, s) : S1
P × R≥0 ⊂ TP (S)× R≥0 → S, (v, s) 7→ γv(s)(S

1
P表示切

平面内的单位向量)，此时对任意一个切向量w ∈ TP (S)，我们定义指数映射为

expP : TP (S)→ S,w 7→ γ(
w

|w|
, |w|)

此时对TP (S)平面内任意一个标准正交坐标{P : e1, e2}，可以建立一个直角坐标系NP (x
1, x2) :

TP (S) → S,w = x1e1 + x2e2 7→ expP (w)，我们把它称为曲面在P处的法坐标系，此时通过平

面的基本分解结论可以得到一组参数 x1 = ρcos(θ)

x2 = ρsin(θ)

可以得到一组参数{P : ρ, θ} : R2 → S, (ρ, θ) 7→ NP (ρcos(θ), ρsin(θ))，并把它称为曲面

的测地极坐标系，我们可以看到所谓的坐标系其实就是将一对实数变到曲面上的对应，当然不

一定要求是双射，因为测地极坐标系就不是，因此我们也可以把坐标系看成曲面的一个坐标参

数，比如测地平行坐标参数r(u, v)、法坐标参数r(x1, x2)、测地极坐标参数r(ρ, θ)，它们的共同

特点是两个参数均为零时对应P点。这样我们自然有一些简单的性质。

定理 2.35: (1)法坐标系NP (x
1, x2)是曲面在P附近处的正则参数，即(x1, x2) : R2 → S将垂直

对应为垂直

(2)设在法坐标参数下曲面的第一基本形式为I = gijdx
idxj(使用求和约)，则有gij(P ) =

δij(迪利克雷符号)和∂gij
∂xk (P ) = 0,∀i, j, k = 1, 2

(3)在测地极坐标参数r(ρ, θ)下的曲面有，I = ds2 = dρ2 + G(ρ, θ)dθ2、limρ→0

√
G = 0、

limρ→0
∂(

√
G)

∂ρ
= 1

(4)曲面上连接两点的测地线是所有连接两点的长度最短的曲面曲线。

此时，我们终于明白了，第一基本形式中的微分符号确实有一定的意义所在，而不是一个

空虚的符号。在测地极坐标参数下我们考虑高斯曲率为常数的曲面，当K = 0时有ds2 = dρ2 +

ρ2dθ2，它给出了平面欧式几何的空间模型；当K = 1
a2 > 0时有ds2 = dρ2 + a2sin2( ρ

a
)dθ2，

它给出了球面非欧几何的空间模型；当K = − 1
a2 < 0时有ds2 = dρ2 + a2sinh2( ρ

a
)dθ2，它给

出了双曲非欧几何的空间模型。非欧几何有一种通过公理化的思想来导出的方法，但首先我们
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不能使用欧几里得的那五条不完整的公理，而应该使用希尔伯特在“几何基础”中所给出的五

组公理才是完善的，但这样的几何学在计算上是很劳累的，而且通过改变平行公理是否能得到

所有的非欧几何是不清楚的，但通过微分几何的构造方式，我们知道了常高斯曲率的曲面上的

几何只有这么三种，而且我们还给出了更丰富的计算性质。最后，我们来稍微介绍一下曲面上

的Gauss-Bonnet公式。

定理 2.36: 设D ⊂ S是曲面上的分段光滑区域，即边界∂D = C1∪...∪Cn, Pi = Ci∩Ci+1 ∈ S满
足Ci是曲面上的光滑曲线，设在顶点Pi处的外角(即夹角的补角)为αi，则有公式∫ ∫

D

KdA+

∫
∂D

kgds+
n∑

i=1

αi = 2π

虽然公式确实简单，但有许多需要注意的细节，首先必需要在弧长参数坐标下进行积分，

第一处是常规的二元实函数的曲面积分，其中的微元有关系式dω12 = −KdA即dA = ω1 ∧ ω2，

第二处是常规的二元实函数的曲线积分，其中的核心微元关系式是ds = drdr =
√
I，至于其它

的就没啥好说的了。微分几何的基础理论，我们基本就全都讲完了，而剩下的无非就是各式各

样的结论，我们在这里就列举一下。

定理 2.37: (1)设C : r(t) ∈ Hom([0, l], E2)为平面的简单闭曲线(即无限可导且没有自交点的首

尾相接的曲线)，我们把i = 1
2π

∫ l

0
κ(s)ds称为C的旋旋旋转转转指指指数数数。那么，i = ±1

(2)对于长度为L的平面闭曲线C，设它围成区域的面积为A，则有L2 − 4πA ≥ 0，等号成

立当且仅当A是一个圆

(3)对于平面曲线我们把满足dκ
ds

= 0的点称为顶顶顶点点点，并把κ > 0的曲线称为凸凸凸曲曲曲线线线。那么，

平面凸曲线上至少有四个顶点。

由于，二元实函数不能像复变函数一样进行解析粘合，因此对于更大的光滑曲面，我们不

能单纯只用一组参数r(u, v)来表示，此时我将简单地进入流形思想地雏形，即曲面的光滑粘合

思想。

定义 2.30: (1)设子集S ⊂ E3，且有S = ∪iSi。如果满足，∀i, Si是正则曲面、只要Sij = Si ∩
Sj非空则Sij是正则曲面且r

−1
j ri : r−1

i (Sij) ⊂ R2 → R2是可微映射，则称S是光光光滑滑滑曲曲曲面面面，并

把Si连同局部坐标的整体(Si, ri)称为S的一个曲曲曲面面面片片片

(2)我们把曲面片(Si, ri)上的一个单位法向量ni称为曲面片的一个定定定向向向。如果光滑曲面S =

∪iSi满足在Si ∩ Sj ̸= ∅上的每点的法向量相同，则它给出了S上的一个向量场n : S → E3, P 7→
nP，称为S的一个定定定向向向。存在一个定向的光滑曲面称为可可可定定定向向向的的的

(3)如果光滑曲面S是E3中的有界无边闭集，则称S是紧紧紧致致致的的的。

一个典型的例子就是球面x2 + y2 + z2 = r，它在整体上是光滑曲面，但不是整体上的正则

曲面，而是局部上的正则曲面，它还是一个可定向的紧致曲面。接下来是一些简单的性质。

定理 2.38: (1)可定向光滑曲面的第二基本形式可以定义在整个曲面上

(2)在紧致光滑曲面上必存在一个高斯曲率大于0的点

(3)设光滑曲面上的一个分段光滑区域D ⊂ S可三角剖分(这个后面我们在拓扑部分会给出
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定义，此时它给出了一个欧拉示性数χ(D) = face− edge+ vector)，则有∫ ∫
D

KdA+

∫
∂D

kgds+
n∑

i=1

αi = 2πχ(D)

(4)对于光滑曲面S上的一个单位切向量场v : S → E3，我们把v(P ) = 0称为它的一个奇奇奇

点点点。设单位切向量场v的全部奇点为{P1, .., Pn}，记u为与v处处正交的另一个唯一单位切向量
场，则它们给出了一个自然正交标架{P (x1, x2) : e1 = uP , e2 = vP}，我们我再定义rε = {P ∈
S : x21+x

2
2 = ε2}为曲面上的测测测地地地圆圆圆，此时再记符号I(v, Pi) =

1
2π

lim
ε→0

∫
rε

ω12，最后我们把I(v) =

n∑
i=1

I(v, Pi)称为向量场v的指指指数数数。此时，如果S时紧致的，则有I(v) = χ(S)。

虽然还有大量的结论，但笔者觉得这几个定理就足够来品味微分几何了，因为以后我们会

进一步在流形这个更大的框架中思考这些东西，所以这些东西差不多也该够了吧。不不不，最

后我们再讲一下包络思想，它是流形纤维丛的原型。其实也很简单，对于光滑曲面S上的每一

点P，我们都可以找到一个切平面TP (S)，那么我们可以构造一个整体T (S) = ∪TP (S) ⊂ E3，

它包含了曲面所有的切平面，这样我们就可以把T (S)称为S的一个线性包络，显然切平面的主

要特点是存在唯一一个交点P = TP (S)∩S，如果我们将线性空间一般化为光滑曲面SP (S)，此

时对每一点P ∈ S配备的光滑曲面有P = SP (S) ∩ S，于是也有一个整体S(S) = ∪SP (S) ⊂
E3，但这还不能称为一包络，因为不同的线性空间TP (S)和TQ(S)之间是同构的，因此我们要

求SP (S)之间可以通过刚体运动互相转化，此时把S(S)称为S的一个包络。好了，我们就讲这

些吧，这回是真的结束了。

2.4.3 运用复平面

在微分几何的结尾处，我们再来简单引入一下，复数运用于曲面可以带来哪些便利，这也

为后面的复流形是更强的偶数维实流形的思想奠定基础。就以大家喜闻乐见的非欧几何来讨论

一下吧，很快的，不用急。首先，我们注意到在曲面上，“等距变换”和“定义一个长度”是等

价的，在之前我们构造非欧几何的曲面模型的时候，要求高斯曲率是恒为常数的目的，其实就

是为了保持曲面上的等距变换可以保持住相关的性质，使得其上的几何学和原点的选取无关，

如果放到平面上来看的话，就应该是R2内的等距变换保持一种长度，至于这种长度是怎么在其

它地方实现，我们并不关心。换言之，如果我们可以找到一种长度d : R2 × R2 → R≥0，使

得d(x, y) = d(T (x), T (y)), T ∈ GL2(R2)，我们就能找到空间中的一个常高斯曲率曲面，使得其

上的测地线长度和这个距离等价。如果想要更加便利的话，我们将使用d : C×C→ R≥0来表示

一个距离，此时的一些限制可以转化为存在一个非负二阶连续可微的函数ρ : U ⊂ C → R≥0 ⊂
C使得

d(z1, z2) = infγ:(z1,z2)→C

∫
γ

ρ(z)dz, ds2 = ρ2|dz|2

成立，则称ρ是一个度量。其中的ds2其实就是通常的微分弧长，而|dz|2 = dx2 + dy2, z =

x + iy，所以度量就相当于是一个转化公式，这和曲面上的理论也是一样的，只不过它们的表

现形式是第一基本形式。接下来，我们定义在这个度量下的曲率为
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K(z, ρ) = −∆lnρ(z)

ρ2(z)
,∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂

∂z

∂

∂z

接下来我们就能得到各种几何了，当ρ(z) = 1, U = C时，称其为欧式度量；当ρ(z) =
2

1−|z|2 , U = {z ∈ C : |z| < 1}时，称其为庞加莱(Poincare)度量；当ρ(z) = 2
1+|z|2 , U = C时，

称其为球度量。于是，欧式度量给出欧式几何，庞加莱度量给出双曲几何，球度量给出球面

几何。这些都只是用来给出非欧几何模型的，想研究的话就留给读者自行探索了，我们需要知

道的是平面上的三种几何，至少有四种传统观点，一是传统的公理观点、二是射影变化群的观

点、三是空间曲面的观点、四是平面度量的观点。

2.5 存粹的几何学——点集拓扑

2.5.1 基本内容

所谓的拓扑学，其实就是一个研究子集的理论，听起来确实有点玄乎，但纯粹的几何就是

这么一回事，大家可能会认为中学的平面几何应该是纯几何，但并非如此，垂直、平行、角

度、长度等概念都是属于代数的计算性质，将它们从空间中分离开来，得到的才是纯粹的几

何，这时还能剩下什么呢？你会发现就只有，像直线相交、点在线上、线在面上之类的“结合

性质”，即希尔伯特几何学公理系统的第一组公理，“结合公理”。实际上，在平面几何公理系

统中还有“顺序公理”、“合同公理”、“连续公理”、“平行公理”这四组，顺序公理对应了实

数的序性质，在幻世中即“序结构”，合同公理表明了度量性质，在幻世中我们通过拓扑结构

和代数结构对应来实现，即“层思想”，连续公理表明了实数的完备性，对应幻世的“完备度

量空间”，而它与拓扑结构的联系就是“连续映射”，至于最后的平行公理只是拿来区分不同

种类的平面几何。对于代数结构我们已经见多识广了，而拓扑结构与代数结构的对应则是整篇

文章的核心内容，但它并不归预备知识管。因此，我们的存粹几何学就三个内容，几何的结合

性质结构，即“拓扑”，几何的连续性质结构，即“连续映射”，还有一个可能经常用到的“序

结构”。对于集合X，我们把它所有子集构成的集合记为2X，即有x ∈ 2X ⇔ x ⊂ X。

定义 2.31: 设一集合X

(1)我们把子集R ⊂ X ×X称为X上的一个关关关系系系，如果x, y ∈ X且(x, y) ⊂ R则记xRy
(2)如果一个关系∼满足∀x, y, z ∈ X有，x ∼ x、x ∼ y ⇒ y ∼ x、x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z，

则称∼是一个等等等价价价关关关系系系，此时可以构造商商商集集集为X/ ∼= {[x] ⊂ 2X : ∀y ∈ [x], x ∼ y}
(3)如果一个关系≤满足∀x, y, z ∈ X有，x ≤ x、x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z、x ≤ y, y ≤ x ⇒

x = y，则称≤是一个偏偏偏序序序关关关系系系。如果偏序关系≤满足∀x, y ∈ X，x ≤ y或y ≤ x至少一个成立，

则称≤是一个全全全序序序关关关系系系。全序关系可以诱导出一个序结构，即记x < y ⇔ x ≤ y, x ̸= y，此时任

意元素可以进行任意的比较

(4)如果集簇A ⊂ 2X满足，∅, X ∈ A、A,B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A、{Ai} ⊂ A ⇒ ∪iAi ∈
A，则称A是X上的一个拓拓拓扑扑扑。如果X上可以构造一个拓扑A，则称X是一个拓拓拓扑扑扑空空空间间间，并

把A的元素称为X的开开开集集集。

我们可以看到一个拓扑空间实际上相当是一个定义了开集的集合，而开集满足最重要的有

限交和任意并仍是开集。比如我们说R是一个拓扑空间相当于指明它是一个整体(R, {∪(a, b)})，
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但我们通常都默认拓扑结构的存在，并表明如果说X是一个拓扑空间，则表示我们可以使用

“开集”这个词了。首先任意集合X都有两个简单的拓扑构造，即平庸拓扑{∅, X}和离散拓扑2X，

如果对R使用离散拓扑的话，单点集{x}和闭区间[a, b]都可以是开集，所以对于实际的集合我们

最好要指明什么是“开集”，而一旦有了开集的概念，点集拓扑就可以给出一系列的相关概念，

这样可以极大的减少定义的重复性，这也是点集拓扑存在的一个重要意义。接下来就是概念大

杂烩了，有点没意思，但也得坚持下来。

定义 2.32: 设X是拓扑空间

(1)对x ∈ X,U ⊂ X，如果存在开集V使得x ∈ U ⊂ V，则称U是x的领领领域域域。我们把x处所有

领域构成的集合称为领领领域域域族族族，并记U (x)。把包含x的开集称为x的开开开领领领域域域，并把它们的全体记

为U o(x)，显然有U o(x) ⊂ U (x)

(2)对x ∈ X,V (x) ⊂ U (x)，如果有∀U ⊂ U (x),∃V ⊂ V (x), V ⊂ U，则称V (x)是x的领领领

域域域基基基

(3)对A ⊂ X，如果Ac = X −A是开集，则称A是闭闭闭集集集
(4)对x ∈ X,A ⊂ X。如果∀U ∈ U (x), U ∩ A ̸= ∅，则称x是A的附附附着着着点点点，A的所有附着点

的集合称为A的闭闭闭包包包，并记作A。如果∀U ∈ U (x), U ∩ (A − {x}) ̸= ∅，则称x是A的凝凝凝聚聚聚点点点，
A的所有凝聚点的集合称为A的导导导集集集，并记作d(A)

(5)对x ∈ X,A ⊂ X。如果存在开集V满足x ∈ V ⊂ A，则称x是A的内内内点点点，A的所有内点的

集合称为A的内内内部部部，并记作Ao。如果x是Ac的内点，则称x是A的外外外点点点，A的所有外点的集合称

为A的外外外部部部，并记作Ae

(6)对x ∈ X,A ⊂ X。如果∀U ∈ U (x), U ∩A ̸= ∅, U ∩Ac ̸= ∅，则称x是A的边边边界界界点点点，A的
所有边界点的集合称为A的边边边界界界，并记作∂A。

术语虽然一大堆，但是性质都是很简单且平凡的，我们直接把它们列举出来。

定理 2.39: 设X是拓扑空间

(1)A ⊂ X是开集当且仅当，∀x ∈ A,A ∈ U (x)

(2)设B ⊂ 2X是所有闭集的全体，则有∅, X ∈B、A,B ∈B ⇒ A∪B ∈B、{Ai} ⊂B ⇒
∩iAi ∈B

(3)A是所有包含A的闭集的交，即包含A的最小闭集。Ao是所有包含于A的开集的并，即

包含于A的最大开集。A ⊂ X是闭集当且仅当A = A。A ⊂ X是开集当且仅当A = Ao。A ⊂
X既开又闭当且仅当∂A = ∅

(4)A = A∪d(A)、Ae = (Ac)o、(Ao)c = Ac、A = Ao∪∂A、Ao = A−∂A、∂A = A−Ao。

其中比较重要的是(1)和(2)，它们其实表示了一个事实，就是“定义一点的领域基”和“定

义闭集”都可以等价地给出一个拓扑，有两个比较著名的例子是Krull拓扑和Zariski拓扑，前

者定义在一个伽罗瓦群G = Gal(K/F )上，它给出“单位元的领域基”为U (e) = {Gal(E/F ) ⊂
G : F ⊂ E ⊂ K,E是F的有限伽罗瓦扩张}，后者定义在代数闭域的线性空间kn上，将其中的
代数集U = {x ∈ kn : ∀f ∈ I, f(x) = 0}(∃I ⊂ k[x1, ..., xn])定义为“闭集”。至于剩下的就是

为了让你熟悉一下相关概念，同时我们必需指出一些可能出现的情况，比如A ̸= A
o
和A ̸= Ao，

多搞些实例就会有更加清晰的认识。另外，度量空间也可以诱导一个拓扑，“开集”就是度量

空间所定义的开集，我们通常研究的Rn和Cn，又或者是更一般的赋范线性空间上的拓扑，指
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的都是这个，我们以后不再提醒，请读者牢记这一点。

定义 2.33: 设(X,A )是拓扑空间

(1)如果C ⊂ A满足∀A ⊂ A ,∃CA ⊂ C , A = ∪B∈CA
B，则称C是A的基基基，简称拓拓拓扑扑扑基基基

(2)设X上有一个全序关系≤且至少有两个元素。我们定义集簇C ⊂ 2X由下面的元素构造

(a)X的所有开区间(a, b) = {x ∈ X : a < x < b}
(b)如果X存在最小元a0(即∀x ∈ X, a0 ≤ x)，X的所有区间[a0, b) = {x ∈ X : a0 ≤ x < b}
(c)如果X存在最大元b0(即∀x ∈ X,x ≤ b0)，X的所有区间(a, b0] = {x ∈ X : a < x ≤ b0}
则C是某个拓扑的基，我们把它生成的拓扑称为X上的序序序拓拓拓扑扑扑。

实际上R上的拓扑就可以看成由其上的序结构所生成的拓扑，其中的−∞是最小元，+∞是
最大元。而拓扑基所能生成的拓扑的唯一性有相关的定理进行支撑。

定理 2.40: 设(X,A )是拓扑空间

(1)C是拓扑基⇔ ∀x ∈ X,V ∈ U (x),∃B ∈ C , x ∈ B ⊂ V
(2)C是拓扑基⇔ ∀A ∈ A , x ∈ A,∃B ∈ C , x ∈ B ⊂ A
(3)如果C ⊂ 2X满足，∪B∈CB = X、∀A,B ∈ C , A ∩ B ̸= ∅ ⇒ A ∩ B ∈ C，则X上存在

以C为基的唯一拓扑。

最后，我们来介绍拓扑结构的连续映射，它是“连续性”在拓扑结构上的推广。

定义 2.34: 设X,Y是拓扑空间，f : X → Y是映射

(1)如果对任意Y的开集V，f−1(V )是X的开集，则称f是连连连续续续映映映射射射

(2)对一点x ∈ X，如果∀U ∈ U (f(x)),∃G ∈ U (x), f(G) ⊂ U，则称f在x处连连连续续续
(3)如果对任意X的开集A，f(A)是Y中的开集，则称f是开开开映映映射射射。如果对任意X的闭集A，

f(A)是Y中的闭集，则称f是闭闭闭映映映射射射

(3)如果f是连续双射，且f−1 : Y → X也是连续的，则称f是一个同同同胚胚胚映映映射射射。如果X和Y之

间存在一个同胚映射，则称X与Y同同同胚胚胚，并记为X ∼= Y。

同胚是一种比双射强一些的对应，我们最后给出上述内容的性质就差不多可以结束本章内

容了。

定理 2.41: 设X,Y是拓扑空间，f : X → Y是映射

(i)下面的条件互相等价

(1)f在x处连续

(2)∀V ∈ U (f(x)), f−1(V ) ∈ U (x)

(3)任意的领域基V (f(x))有，∀V ∈ V (f(x)), f−1(V ) ∈ U (x)

(ii)下面的条件互相等价

(1)f是连续映射

(2)f在x上每一点都连续

(3)如果对任意Y的闭集V，f−1(V )是X的闭集

(4)(什么是网自己看着办)对X中的任意网S = {S(n) : n ∈ D}有f(limS) ⊂ lim f(S)
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(iii)常常常值值值映映映射射射f(X) = {c} ⊂ Y是连续映射，恒恒恒等等等映映映射射射i : X → X,x 7→ x是连续映射，连续

映射的复合是连续映射

(iv)同胚∼=是所有拓扑空间构成集合的等价关系
(v)如果f : X → Y是双射，则下面的条件互相等价

(1)f是同胚映射

(2)f是连续的开映射

(3)f是连续的闭映射

(4)A ⊂ X是开集当且仅当f(A) ⊂ Y是开集
(5)A ⊂ X是闭集当且仅当f(A) ⊂ Y是闭集。

到此，我们基本已经搞清了拓扑的一些基础内容，对于集合的几种运算所生成的子空间、

积空间、商空间如何继承拓扑请读者自行去探索吧。接下来我们将以这些内容为基础，来讲一

下拓扑空间的各种可能出现的特性。

2.5.2 各种性质

拓扑空间可能出现的基础性质，无非就那么几大类，连通性、分离性、紧性，我们想要的

是拓扑同胚下不变的性质，接下来我们来介绍一下吧，和之前也是同样地概念轰炸，理解什么

的，都是不存在的，只要实例玩多了，自然就会熟络起来。

定义 2.35 (连通性): 设X是拓扑空间

(1)如果子集A,B ⊂ X满足A∩B = A∩B = ∅，则称A,B是X中的隔隔隔离离离子子子集集集。如果存在非
空隔离子集A,B使得A ∪ B = X，则称X是不不不连连连通通通空空空间间间，否则称X是连连连通通通空空空间间间。如果G ⊂ X作

为子空间是连通的，则称G是X的连连连通通通子子子集集集

(2)如果子集A ⊂ X满足A = X，则称A在X中稠稠稠密密密

(3)如果X的一个连通子集A ⊂ X满足，对任意连通子集B ⊂ X当B ⊂ A时有B = A，则

称A是X的一个连连连通通通分分分支支支

(4)如果一点x ∈ X满足∀U ∈ U (x)存在x的连通领域V使得V ⊂ U，则称X在x处是局局局部部部连连连

通通通的的的。如果X在每一点处都是局部连通的，则称X是局局局部部部连连连通通通空空空间间间

(5)对[0, 1] ⊂ R使用R的拓扑，以后对不加说明的子集均指继承来的拓扑。对a, b ∈ X，我
们把连续映射f : [0, 1] → X, f(0) = a, f(1) = b称为X中从a到b的一条道道道路路路。如果∀x, y ∈ X都
存在一条连接x与y的道路，则称X是道道道路路路连连连通通通空空空间间间。如果G ⊂ X作为子空间是道路连通的，则
称G是X的道道道路路路连连连通通通子子子集集集

(6)如果X的一个道路连通子集A ⊂ X满足，对任意道路连通子集B ⊂ X当B ⊂ A时有B =

A，则称A是X的一个道道道路路路连连连通通通分分分支支支

(7)如果一点x ∈ X满足∀U ∈ U (x)存在x的道路连通领域V使得V ⊂ U，则称X在x处是局局局

部部部道道道路路路连连连通通通的的的。如果X在每一点处都是局部道路连通的，则称X是局局局部部部道道道路路路连连连通通通空空空间间间。

定理 2.42: 设X,Y是拓扑空间

(1)含有连通稠密子集的拓扑空间是连通空间。道路连通空间是连通空间。局部道路连通空

间是连通的当且仅当它是道路连通的

(2)Q在R中稠密。Rn和它的区间[a, b]n都是道路连通的，Rn是局部连通的
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(3)设f : X → Y是连通空间之间的连续映射，则f(X)是Y的连通子集。特别地，“连通”

是同胚不变量

(4)设f : X → Y是连续的开映射且X是局部连通的，则f(X)是局部连通的。特别地，“局

部连通”是同胚不变量

(5)设f : X → Y是连续映射且X是道路连通的，则f(X)是道路连通的。特别地，“道路连

通”是同胚不变量。

定义 2.36 (分离性): 设X是拓扑空间

(1)如果X的任意一点都存在一个可数领域基，则称X满足第第第一一一可可可数数数公公公理理理或称X是第第第一一一可可可

数数数空空空间间间

(2)如果X存在一个可数基，则称X满足第第第二二二可可可数数数公公公理理理或称X是第第第二二二可可可数数数空空空间间间

(3)如果X存在一个可数稠密子集，则称X是可可可分分分空空空间间间

(4)如果集簇A ⊂ 2X满足∀x ∈ X,∃A ∈ A , x ∈ A，则称其为X的一个覆覆覆盖盖盖。如果A由开集

组成，则称其为开开开覆覆覆盖盖盖

(5)如果X的每个开覆盖都存在一个可数子覆盖，则称X是Lindelof空空空间间间

(6)如果∀x, y ∈ X且x ̸= y满足，或者存在一个x的开领域U使得y /∈ U、或者存在一个y的
开领域V使得x /∈ V，则称X是T0空空空间间间

(7)如果∀x, y ∈ X且x ̸= y满足，存在一个x的开领域U使得y /∈ U，则称X是T1空空空间间间

(8)如果∀x, y ∈ X且x ̸= y满足，x和y分别存在一个开领域U和V使得U ∩ V = ∅，则
称X是T2空空空间间间或者称X是一个Hausdor�空空空间间间

(9)对A,U ⊂ X。若A ⊂ Uo，则称U是A的一个领领领域域域。如果对每一点x ∈ X和每个不包

含x的闭集A ⊂ X，存在x的一个开领域U和A的一个开领域V使得U ∩V = ∅，则称X是正正正则则则空空空
间间间

(10)既是T1又是正则的空间，则称为T3空空空间间间

(11)如果对任意两个不相交的闭集A,B ⊂ X，存在A的一个开领域U和B的一个开领域V使
得U ∩ V = ∅，则称X是正正正规规规空空空间间间

(12)既是T1又是正规的空间，则称为T4空空空间间间

(13)如果对每点x ∈ X和每个不包含x的闭集B ⊂ X，存在一个连续映射f : X → [0, 1], f(x) =

0且∀y ∈ B, f(y) = 1，则称X是完完完全全全正正正则则则空空空间间间

(14)既是T1又是完全正则的空间，则称为T3 1
2
空空空间间间或者称X是一个Tychono�空空空间间间

(15)如果∀x, y ∈ X且x ̸= y满足，x和y分别存在一个开领域U和V使得U ∩ V = ∅，则
称X是T2 1

2
或者称X是一个Urysohn空空空间间间

(16)如果任意两个隔离子集A,B ⊂ X分别存在开领域U和V满足U ∩ V = ∅，则称X是完完完
全全全正正正规规规空空空间间间

(17)既是T1又是完全正规的空间，则称为T5空空空间间间。

定理 2.43: (1)我们简记“完全”为P(Perfect)、“正则”为R(Regular)、“正规”为N(Normal)，

则有
T5 ⇒ T4 ⇒ T3 1

2
⇒ T3

⇓ ⇓ ⇓ ⇓
PN ⇒ N PR ⇒ R

, T3 ⇒ T2 1
2
⇒ T2 ⇒ T1 ⇒ T0
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(2)“第二可数空间”⇒“第一可数空间”，“第二可数空间”⇒“可分”，“第二可数空间”
⇒“Lindelof”。“第一可数”、“第二可数”、“可分”和“Lindelof”是同胚不变量

(3)“Ti”(i = 0, 1, 2, 2 1
2
, 3, 3 1

2
)是同胚不变量，且可遗传(即子空间保持相应的性质)。“T4”

是同胚不变量，且闭遗传(即闭子空间保持相应的性质)。“完全正规”是同胚不变量，且可遗传

(4)每个度量空间都是T4空间。正则Lindelof空间是完全正则空间。正则第二可数空间是完

全正规空间。

定义 2.37 (紧性): 设X是拓扑空间

(1)如果X的每个开覆盖都存在有限子覆盖，则称X是紧紧紧空空空间间间。如果子集B ⊂ X作为子空间
是紧的，则称B是X的紧紧紧子子子集集集或称B是紧紧紧集集集

(2)如果X的每个可数开覆盖都存在有限子覆盖，则称X是可可可数数数紧紧紧空空空间间间

(3)如果X的每个无限子集都有聚点(即凝聚点)，则称X是聚聚聚点点点紧紧紧空空空间间间

(4)如果X的每个序列都有收敛子序列，则称X是序序序列列列紧紧紧空空空间间间

(5)如果X的每点都存在一个紧领域，则称X是局局局部部部紧紧紧空空空间间间

(6)对X的两个覆盖A和B，如果∀A ∈ A ,∃B ∈B, A ⊂ B，则称B是A的加加加细细细

(7)对集簇A ⊂ 2X。如果∀x ∈ X，存在x的领域Ux使得它只与A的有限个成员相交，则

称A是局局局部部部有有有限限限的的的

(8)如果X的每个开覆盖A都存在一个局部有限的开覆盖B，使得B是A的加细，则称X是

拟拟拟紧紧紧空空空间间间

设X,Y是拓扑空间

(1)如果存在一个映射f : X → Y满足X ∼= f(X)，则称f是一个嵌嵌嵌入入入，或称X可以嵌嵌嵌入入入到到到Y

(2)设Y是紧T2空间，如果同胚映射f : X → f(X) ⊂ Y满足f(X) = Y，则称Y是X的一个

紧紧紧化化化，并记(X, f, Y )，如果Y − f(X)是单点集，则把它称为单单单点点点紧紧紧化化化

(3)设X的两个紧化为(X, f, Y ), (X, g, Z)，如果存在一个连续映射h : Y → Z使得hf = g，

则记(X, f, Z) ≤ (X, g, Y )。

定理 2.44: (1)“紧”、“局部紧”是同胚不变量，且闭遗传。“拟紧”是闭遗传的

(2)在紧T2空间中，“紧子集”⇔“闭集”，“紧空间”⇒“T2 ⇔ T3 ⇔ T4”

(3)“紧空间”⇔“可数紧空间+Lindelo�”、“可数紧空间”⇔“聚点紧空间+T1”、“序列

紧空间”⇔“可数紧空间+第一可数”、“紧空间”⇔“可数紧空间+拟紧”

(4)在Rn中，“紧子集”⇔“有界闭集”。Rn是局部紧空间，R是拟紧空间
(5)拓扑空间X可单点紧化当且仅当，X是非紧的局部紧T2空间，且同胚意义下它是唯一的

(6)设(X, g, Z)是单点紧化，则对任意紧化(X, f, Y )均有(X, g, Z) ≤ (X, f, Y )。

或许大家可能会对大批的概念感到劳累，但我们实际需要认识的无非就是“同胚不变量”，

很多以拓扑为基础的结构都需要研究分类定理，它们的基础前提是拓扑同胚，因此如果有两个

对象，它们的某些同胚不变量是不同的，就可以直接把它们分开了。比如非紧空间Rn和紧空

间Sn(n维球面)无论它们的其它构造有多复杂，首先在拓扑层面上的紧性就可以直接把它们区

分开来。实际上，还有一个比较好的不变量，我们马上引入一下。

定义 2.38: 设X是拓扑空间，A ⊂ X
(1)如果A

o
= ∅，则称A是无无无处处处稠稠稠密密密集集集
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(2)如果A可以表示成可数多个无处稠密集的并，则称A是第第第一一一纲纲纲集集集

(3)不是第一纲集的子集称为第第第二二二纲纲纲集集集

(4)如果X的任意非空开集都是第二纲集，则称X是Baire空空空间间间。

定理 2.45: (1)每个局部紧的T2空间是Baire空间。完备度量空间是Baire空间

(2)“Baire”是同胚不变量，且开遗传(即开集保持性质)。

此处我们第一次见到开遗传，也算是长见识了。上面的这些拓扑不变量，其实依旧没有离

开集合论本身，性质基本都无法太深入，一般用的比较多的也就紧性和连通性了，在下一部分

内容中，我们将见识到最强大的两个拓扑不变量，“同调群”和“基本群”，它们是代数拓扑的

内容，也是我们最该理解的东西。

2.6 几何利器——同伦同调

2.6.1 单纯同调

虽然我们可以直接在一般拓扑空间上建立同调理论，但是笔者认为先认识一种特殊拓扑空

间“单纯复形”及进一步的“可剖分空间”，研究上面的单纯同调，再去探究更复杂的同调，

才是由浅入深，提高理解的好办法，而且“单纯同调”虽然不够普遍，但计算更简单，又有什

么不去学习的理由呢？我们废话不多说，直接先把研究的对象给定义出来吧。

定义 2.39: (1)对线性空间V = Fn，如果存在映射V × V → R, (a, b) 7→ ab满足∀x, y, z ∈
V, a, b ∈ F有，(ax + by)z = axz + byz、xy = yx、xx ≥ 0且xx = 0 ⇔ x = 0，则称V是

一个内内内积积积空空空间间间或(线线线性性性)欧欧欧式式式空空空间间间，习惯记为En = V

(2)设V = Fn是线性空间，如果q+1个元素a0, a1, ..., aq ∈ V存在k0, ..., kq ∈ F满足，∃i, ki ̸=
0、k0 + k1 + ...+ kq = 0、k0a0 + k1a1 + ...+ kqaq = 0，则称这q + 1个元素是仿仿仿射射射相相相关关关的的的，否

则称为仿仿仿射射射无无无关关关的的的

(3)设a0, ..., ak在欧式空间En中仿射无关，我记集合

Ak = {
k∑

i=0

λiai :
k∑

i=0

λi = 1, λi ≥ 0}

并称其为由a0, ..., ak张成的(k维维维)单单单形形形，有时也记Ak = (a0a1...ak)，并称ai为Ak的顶顶顶点点点，

我们把{a0, ..., ak}子集张成的单形称为Ak的面面面，我们记所有j维面构成的集合为F j(Ak), 0 ≤ j ≤
k，并记F (Ak) = ∪F j(Ak)。容易证明在诱导链“内积->范数->度量->拓扑”下，任意单形都

是En的一个闭子空间

(4)对两个单形Ak和Bl，要么Ak∩Bl = ∅，要么Ak∩Bl同时是Ak和Bl的面，则称Ak和Bl是

规规规则则则相相相处处处的的的

(5)欧式空间En中的一个由单形构造的集合K如果满足，∀Ak ∈ K,F (Ak) ⊂ K、任意

的Ak, Bl ∈ K是规则相处的，则称K是一个(单单单纯纯纯)复复复形形形。与单形类似，记|K| = ∪Ak∈KA
k，则

它也是En的一个闭子空间

(6)对于一个复形K，我们把它里面最高维单形的维数称为K的维维维数数数，并记dimK。如果L ⊂
K也是一个复形，则称它是K的子子子复复复形形形。我们把K中至多p维的单形构成的子复形称为K的p维维维

骨骨骨架架架，并记为Kp，并把K0称为K的顶顶顶点点点。
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复形其实算是一个很好理解的东西，放到R3中其实就是多面体，而单形相当于构成多面体

的基本元素，“0维单形”即点、“1维单形”即线段、“2维单形”即三角形，“3维单形”即四面

体，显然En中单形和复形的维数最大只能是n。对于复形的很多结论都比较平凡，比如单形自

己的面规则相处、对于n维复形K有Kn = K、|K|是En的紧子集之类的，所以我们也不过多解

释了，接下来我们来引入拓扑空间可剖分的概念，它是我们研究的核心对象。

定义 2.40: 设X是拓扑空间

(1)如果存在一个复形K和同胚映射f : |K| → X，则称(f,K)是X的一个单单单纯纯纯剖剖剖分分分，并

称X是可可可剖剖剖分分分空空空间间间，有时我们也称K是X的一个单纯剖分。更进一步，如果dimK = 2则称X是

可可可三三三角角角剖剖剖分分分的的的5

(2)对于一个Abel(交换)群(G,+)，我们定义它“乘法”Z × G → G, (n, x) 7→ nx是幂运

算，即nx = x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
n

, (−n)x = −(nx), x ∈ G,n ∈ Z≥0。如果有一组元素{gi} ⊂ G满足，

∀g ∈ G,∃ni ∈ Z, g =
∑
nigi，则称{gi}生生生成成成G，如果{gi}还是有限的则称G是有有有限限限生生生成成成的的的。如

果{gi}生成G且∀g ∈ G, g =
∑
nigi是唯一的，则称G是自自自由由由的的的，并把{gi}称为它的基基基，基中元

素的个数称为秩秩秩

(3)记Sn是置换群，An是所有偶置换构成的交错群。对任意一个单形(a0a1...an)，显然∀σ ∈
Sn+1, (aσ(0)aσ(1)...aσ(n))表示同一单形，因此我们可以为单形的表示赋予一个定定定向向向，如果规定+(a0a1...an)，

则规定∀σ ∈ An+1,+(aσ(0)aσ(1)...aσ(n));∀σ ∈ (Sn+1 − An+1),−(aσ(0)aσ(1)...aσ(n))，即偶置换保
持单形的符号，奇置换改变单形的符号。

容易得到，可剖分空间是紧的、可度量化6空间，而可三角剖分是我们之前在微分几何中需

要的一个概念，在这里我们顺便引入一下，此时欧拉示性数可以定义为“χ(X) =二维单形个

数(face)-一维单形个数(edge)+零维单形个数(vector)”。自由Abel群和线性空间有些类似，但

前者的系数最多也只是一个环，后者的系数却能是一个域。而单形的定向主要是为了排除因为

点的描述位置不同而导致运算结果差异，接下来我们将使用单形作为基本元素来进行运算，接

下来就是我们的核心概念“单纯同调”了。

定义 2.41 (单纯同调): 设X是可剖分空间，n维复形K是X的一个单纯剖分

(1)对任意一个集合S = {xi}，我们定义一种线性形式和
∑
nixi, ni ∈ Z，记所有这种形

式构成的集合为V (S)，对其中任意的两个元素
∑
aixi,

∑
bixi ∈ V，定义“加法”为

∑
aixi +∑

bixi =
∑

(ai+bi)xi，定义“单位元”为
∑
nixi, ni = 0，定义“逆元”为−

∑
aixi =

∑
(−ai)xi，

则V (S)是一个自由Abel群，此时称V (S)是由由由S生生生成成成的的的自自自由由由Abel群群群

(2)我们将K中所有p(0 ≤ p ≤ dimK)维单形生成的自由Abel群记为Cp(K)，并且规定当p <

0或p > dimK时为平凡群，此时称其为K的p维维维(整整整数数数)链链链群群群，并把Cp(K)的元素称为p维维维链链链。此

时，设Cp(K)的基为{xi}，我们规定−xi ∈ Cp(K)表示xi作为单形时的相反定向，即如果xi =

(a0a1...ap)则存在奇置换σ使得−xi = −(aσ(0)aσ(1)...aσ(n))
(3)设Cp(K)和Cp−1(K)的基分别为{xpi }i和{x

p−1
i }i，我们规定删除第j个顶点运算为{xpi }i →

{xp−1
i ,−xp−1

i }i, x = (a0a1...ap) 7→ xj = (a0...ai−1ai+1...ap)。此时，对任意p维单形x ∈ {xpi }i我
5有时也把“可剖分”叫做“可三角剖分”，因为更高维的单形看起来也像是一堆三角形拼接在一起而成的
6即存在一个度量空间，使得拓扑空间的拓扑由这个度量诱导
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们定义运算∂(x) =
∑p

j=0(−1)jxj，此时我们可以定义边边边缘缘缘同同同态态态为

∂ : Cp(K)→ Cp−1(K),
∑

nixi 7→
∑

ni∂(xi)

(4)此时我们记Zp(K) = {x ∈ Cp(K) : ∂x = 0}，并称其为K的p维维维闭闭闭链链链群群群。再记Bp(K) =

{x ∈ Cp(K) : ∃y ∈ Cp+1(K), ∂y = x}，并称其为K的p维维维边边边缘缘缘链链链群群群。当有∂∂ = 0 ⇒ Bp(K) ⊂
Zp(K)时我们可以定义7商群

Hp(K) = Zp(K)/Bp(K)

并把它称为K(或者X，此时可记Hp(X))的第p个(单单单纯纯纯)同同同调调调群群群。

对于单纯同调群，我们有下面这些比较简单的性质。

定理 2.46: (1)对任意复形K和链σ ∈ Cp(K)均有∂∂(σ) = 0。换言之，任意复形都有同调群

(2)如果h : K → L是可剖分空间的同胚则存在群同构h∗ : Hp(K)→ Hp(L)，即“单纯同调

群”是可剖分空间的同胚不变量。换言之，可剖分空间有同构意义下的唯一同调群

(3)我们把群G中所有有限阶元构成的子群称为它的挠挠挠子子子群群群，挠子群等于自身的群称为挠挠挠

群群群。设G是一个有限生成的Abel群，T是它的挠子群，则有

(a)存在一个秩为β的自由Abel子群F使得，G = F ⊕ T，并称F为G的自自自由由由子子子群群群
(b)存在k个有限阶循环子群T1, ..., Tk, ti = |Ti| > 1使得，t1|t2|...|tk(整除升列)且T = T1 ⊕

...⊕ Tk

其中β和t1, ..., tk由G唯一确定。此时，我们把β称为G的Betti数数数，把t1, ..., tk称为G的挠挠挠系系系

数数数

(4)如果K是有限复形，则Hp(K)是有限生成的。此时，我们把相应同调群的Betti数和挠系

数，分别称为K的p维维维Betti数数数和挠挠挠系系系数数数。如果可剖分空间存在一个有限复形剖分，则称它是有有有

限限限可可可剖剖剖分分分空空空间间间。对于有限可剖分空间X，我们记它的p维Betti数为βi，此时把χ(X) =
∑n

i=0(−1)iβi称
为X的欧欧欧拉拉拉示示示性性性数数数，其中的n是相应复形的维数

(5)对于有限可剖分空间X的任意一个剖分K，设K是n维复形且其中i维单形的个数是ri，

则有χ(X) =
∑n

i=0(−1)iri。

值得注意的是证明同调群的拓扑不变性是比较困难的工作，首先从复形的连续映射h : |K| →
|L|构造一个诱导群同态h∗ : Hp(K) → Hp(L)就需要不少精力，接着证明复形同胚导致群同构，

最后我们还要在转移到可剖分空间上，值得注意的是可剖分空间的连续映射不能诱导同调群的

同态，想要深入了解的读者可以参考代数拓扑的相关书籍。至于欧拉示性数其实从复形剖分

来算是比较简单的，因为计算同调群的时候就需要选一个复形剖分，所以还不如直接用剖分来

算。通常情况下，我们可以直接把可剖分空间通过任意选择一个剖分从而看成复形，单纯同调

最大的特点就是好计算，笔者就算一个十分简单的实例，更多的就不适合放在一个简介性的文

章中了。另外任何的Hp(X)(p < 0)都是平凡群，引入的目的其实只是为了在C0(X)时有边缘同

态，从而使得定义显得协调一些，所以它没什么好计算的，可以直接无视掉。

我们考虑2维球面S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = r2, r > 0}，定义点A = (0, 0, 0), B =

(1, 0, 0), C = (0, 1, 0), D = (0, 0, 1)和复形K = {(ABC), ..., (AB), ..., (A), ...}，则K是S2的一

个单纯剖分，同胚映射其实是一个挺弱的条件，我们只需要把四面体ABCD缩小到球面的内

7阿贝群的子群都是正规子群
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部，并在四面体里面任意取一个点，做任意方向射线就可以得到同胚映射|K| → S2了。此

时dimK = 2，因此Hp(S
2)(p > 2) = 0(请注意这里的“0”指的是平凡群)，显然B2(K) = {0}，

注意到∂((ABC)+(ACD)+(BDC)+(ADB)) = BC−AC+AB+CD−AD+AC+DC−BC+

BD+DB −AB +AD = 0，且有Z2(K) = {k((ABC) + (ACD) + (BDC) + (ADB)) : k ∈ N}，
故H2(S

2) = Z2(K)/B2(K) ∼= Z。显然Z1(K) = B1(K)，此处可以通过有向线段来思考，因为

对于一维链有∂(ij) = j − i，而二维链的边缘同态结果
∑

(ij)的运算可以简化成
∑

(j − i)，因

此H1(S
2) = Z1(K)/B1(K) = 0。最后，显然Z0(K) = C0(K)，直接写出B0(K)是有些困难的，

但我们知道“商群”实际上也可以视为“关于某个等价关系的商集”，而这个等价关系是对任

意x, y ∈ Zp(K)有，x ∼p y ⇔ x − y ∈ Bp(K)，此时我们也称闭链x, y是同调的，借助这个等

价关系则有Zp(K)/Bp(K) = Zp(K)/ ∼p。此时，我们对x, y ∈ Z0(K)容易发现x ∼0 y ⇔ x =

ky, k ∈ Z，故此时H0(S
2) = Z0(K)/ ∼0

∼= Z。总结一下，2维球面S2上的同调群就是。

Hi(S
2) =

Z , i = 0, 2

0 , i ̸= 0, 2

显然第0个同调群H0(X)有一定的特殊性，实际上，它有一种通过等价的通用性算法，而

结果就是下面的这个定理。

定理 2.47: 可剖分空间X的第0个同调群H0(X)是自由Abel群。我们在X的每个道路连通分支

上取一点构成子集B ⊂ K，则有H0(X) ∼= V (B)，即B构成H0(X)的一组基，H0(X)是由B生成

的自由Abel群。

因此只要X是道路连通的可剖分空间，我们就可以立即得到H0(X) = Z，比如单点复形、
n维实心球、柱面、环面、n维球面、莫比乌斯带、射影平面、克莱因瓶等等，它们的典型特征

是“任意一点都可以走到另一点”，即道路连通。最后，我们再来介绍一下“上同调”，它是在

定性的证明分析中用得比较多的一种同调。

定义 2.42 (单纯上同调): 设K是n维复形

(1)记Cp(K)和Cp−1(K)的基分别为{xpi }i和{x
p−1
i }i，显然边缘同态∂ : Cp(K)→ Cp−1(K)给

出了一个矩阵A = (aij), aij ∈ Z满足

∂(xpi ) =
∑
j

aijx
p−1
j

此时我们把A称为K的第p个关关关联联联矩矩矩阵阵阵，这时我们可以定义上上上边边边缘缘缘同同同态态态δ : Cp−1(K)→ Cp(K)为

δ(xp−1
j ) =

∑
i

aijx
p
i

(2)此时我们记Zp(K) = {x ∈ Cp(K) : δx = 0}，并称其为K的p维维维上上上闭闭闭链链链群群群。再记Bp(K) =

{x ∈ Cp(K) : ∃y ∈ Cp−1(K), δy = x}，并称其为K的p维维维上上上边边边缘缘缘链链链群群群。当有δδ = 0⇒ Bp(K) ⊂
Zp(K)时我们可以定义商群

Hp(K) = Zp(K)/Bp(K)

并把它称为K的第p个(单单单纯纯纯)上上上同同同调调调群群群。
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至于可剖分空间的上同调群是一样地写就行了，没啥好说的。上同调群和同调群有一个重

要的联系定理，我们把它放到下面的性质中去。

定理 2.48: (1)对任意复形K和链σ ∈ Cp(K)均有δδ(σ) = 0。换言之，任意复形都有上同调群

(2)如果K是有限复形则有，Hp(K)和Hp(K)的自由子群相同，Hp+1(K)和Hp(K)的挠子群

相同。

通过上面的定理可以知道，“同调群”和“上同调群”可以互相确定，所以我们只需研究

任意一种理论就足够了，同调群便于计算，而上同调群则便于证明，只能说各司其职吧。

2.6.2 奇异同调

单纯同调，简单而且好算，但是最多只能定义在可剖分空间上，如果想要定义更一般的同

调群，就该借助我们的奇异同调了。其实，有了之前的思想准备，同调的思想我们已经大致摸

清了，就是先定义链群，再定义链群间的转化同态，最后通过商群ker /im即可得到同调群。所

以，我们也没啥好铺垫的，直接给出一般拓扑空间上同调群的定义。

定义 2.43 (奇异同调): 设X是拓扑空间

(1)我们在R∞取出无限个点ε0 = (0, 0, 0...), ε1 = (1, 0, 0...), ε2 = (0, 1, 0, ...), ..., εp = (a1 =

0, a2 = 0, ..., ap = 1, ...), ...，并把p维单形∆p = (ε0ε1...εp)称为p维维维标标标准准准单单单形形形

(2)我们把任意一个连续映射T : ∆p → X称为X的一个p维维维奇奇奇异异异单单单形形形，并把所有p维奇异单

形的集合记为Sk(X)。设R是一个幺环，我们记以R为系数生成的群(构造方法和之前的一样)是

Sk(X,R) = {
∑
i

αiΓi : αi ∈ R,Γi ∈ Sk(X)}

(3)对任意a0, a1..., ap ∈ Rj，我们定义映射l(a0, a1..., ap) : ∆p ⊂ R∞ → Rj , (x1, ..., xp, 0, 0...) 7→
a0+

∑p
i=1 xi(ai−a0)。此时我们可以定义删点映射lp,i : ∆p−1 → ∆p, x 7→ l(ε0, ..., εi−1, εi+1, ..., εp)(x)(去

掉无用的0以后∆p可以视为Rp的元素)。然后我们对奇异单形T ∈ Sp(X)可以定义∂(T ) =
∑p

i=0(−1)iT lp,i ∈
Sp−1(X)，最后我们可以定义边边边缘缘缘同同同态态态为

∂ : Sp(X,R)→ Sp−1(X,R),
∑

αiΓi 7→
∑

αi∂(Γi)

(4)此时我们记Zp(X,R) = {x ∈ Sp(X,R) : ∂x = 0}和Bp(X,R) = {x ∈ Sp(X,R) : ∃y ∈
Sp+1(X,R), ∂y = x}。当有∂∂ = 0⇒ Bp(X,R) ⊂ Zp(X,R)时我们可以定义商群

Hp(X,R) = Zp(X,R)/Bp(X,R)

并把它称为X的第p个(奇奇奇异异异)同同同调调调群群群。

我们的疑问应该是有很多的。首先标准单形我们不一定要选取∆p，只要具有一定结构的单

形都是可以的，但由于后面证明的需要，选取的标准当然越简单越好，其实选择区间[0, 1]p ⊂
Rp也还不错，对其定义删点映射会简单很多lp,i : [0, 1]

p−1 → [0, 1]p, (x1, ..., xk−1) 7→ (x1, ...xi−1, 1, xi..., xk−1)−
(x1, ...xi−1, 0, xi..., xk−1)，但是它会导致某些异常，从而需要进行特别处理，所以大多数的书

还是采用上面的这种方法。接着，我们发现系数好像只用到了R里面的加法交换群，那么能否

把它弱化成加法交换群呢？群的同调理论确实可以，但是大量实际表明，选取幺环会有更多良
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好的性质，而且此时Sp(X,R)是一个R-模，具有一定线性空间的类似性质，实际上，同调代数

构造复形也要求链上的每个元素是模，更重要的是此时还有万有系数定理(Universal coe�cient

theorem)，它表明了此种情况的同调群都可以由R = Z时的同调群来计算，我来给出一下性质
总结吧。

定理 2.49: 设X,Y是拓扑空间，R是幺环

(1)则连续映射h : X → Y可以直接诱导同态映射h∗ : Sp(X,R) → Sp(Y,R), T 7→ fT，且

有f∂ = ∂f, ∂∂ = 0。换言之，任意拓扑空间都有同调群。“奇异同调群”是同胚不变量

(2)设Tor表示Tor函子(没事到时候我们来讲讲同调代数)，则有一个短正合列

0→ Hn(X,Z)⊗R→ Hn(X,R)→ TorR1 (Hn−1(X,Z), R)→ 0

(3)如果X是可剖分空间，则整系数奇异同调群与单纯同调群同构，即Hk(X,Z) ∼= Hk(X)。

在奇异同调上进行同态诱导可比在单纯同调上简单太多了，当然了我们渴求的主要有两个

方面的内容，一个是系数定理，这样我们实际上只需要研究整系数的奇异同调群，这也是大

多数代数拓扑学教程采用的思路，另一个是与单纯同调的同构，这告诉我们想要计算同调群的

话，如果拓扑空间可剖分，就应该优先考虑单纯同调群。至于奇异同调嘛，看这定义就知道计

算起来会有多困难，但是它的定义简单，使得我们在证明相关定理时反而会便捷很多。有了同

调，我们接下来要考虑的当然是，与之对偶的上同调了。

定义 2.44 (奇异上同调): (1)设A,G都是(加法)Abel群，我们记所有A到G群同态构成的集合

为Hom(A,G)，定义f, g ∈ Hom(A,G)的加法为(f + g)(a) = f(a) + g(a)，单位元为f(A) ≡
e(e是G的单位元)，逆元为(−f)(a) = −f(a)，则Hom(A,G)构成一个加法Abel群。再设B是Abel群，

对任意一个同态f : A→ B我们定义它的对对对偶偶偶为f∗ : Hom(B,G)→ Hom(A,G), g 7→ gf

(2)设X是拓扑空间，我们定义

Sk(X,R) = Hom(Sk(X,R), R)

并令δ : Sk−1(X,R)→ Sk(X,R)是边缘同态∂ : Sk(X,R)→ Sk−1(X,R)的对偶

(3)此时我们记Zp(X,R) = {x ∈ Sp(X,R) : δx = 0}和Bp(X,R) = {x ∈ Sp(X,R) : ∃y ∈
Sp−1(X,R), δy = x}。当有δδ = 0⇒ Bp(X,R) ⊂ Zp(X,R)时我们可以定义商群

Hp(X,R) = Zp(X,R)/Bp(X,R)

并把它称为X的第p个(奇奇奇异异异)上上上同同同调调调群群群。

通过一般的抽象方法，上同调的定义简单得难以置信，这或许就是抽象的好处，至于联系

嘛，也是简简单单的。

定理 2.50: (1)对任意拓扑空间X和奇异链σ ∈ Sp(X,R)均有δδ(σ) = 0。换言之，任意拓扑空

间都有上同调群

(2)如果X是可剖分空间，则整系数奇异上同调群与单纯上同调群同构，即Hk(X,Z) ∼= Hk(X)
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(3)对拓扑空间X，当R为主理想整环时，设Ext表示Ext函子(和Tor一样我们在后面的同调

代数中讨论)，G是任意一个R-模，则有一个短正合列

0→ Ext1R(Hi−1(X,R), G)→ H i(X,G)→ Hom(Hi(X,R), G)→ 0

(4)设拓扑空间X有n个道路连通分支，则有H0(X,R) ∼= Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

，每个道路连通分支任

取一点构成这个自由Abel群的一组基。

实际上，我们只需要得到一个链群和相应的边缘同态，剩下的同调和上同调理论直接交

给同调代数的理论就行了，我们在这里只能算是预热一下，让读者稍微感受一下同调的基本

思想。上面的第三个定理，实际上也被称作“上同调的万有系数定理”(universal coe�cient

theorem for cohomology)，它是用了告诉你上同调与同调之间关系的定理，由于有限复形的有

限难以在拓扑空间中定义，所以我们有了R为主理想整环的限制，比如当R = Z且Hp和Hp−1是

有限生成Z−模时，就可以退化为之前的联系定理了，即Hp(X) = Fp⊕Tp−1(其中Fp为Hp(X)的

自由子群，Tp−1为Hp−1(X)的挠子群)。最后，我们来介绍一下CW复形，在基本所有的拓扑空

间中，包括之前所提到的“单纯复形”和“可剖分空间”，算是目前已知最好算奇异同调群的

一种了，一般的奇异同调群从定义来看就没什么计算的可行性，甚至不仔细约化的话，可能连

球面S2都算不出来，而对于可剖分空间，虽然我们说它计算便捷，但实际上只是表明它有确实

的计算路径，实际的计算量是挺大的，想要付诸实践还是比较困难的。所以有了我们的CW复

形。

定义 2.45: (1)我们定义n维实心闭球为Dn = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}, |(x1, .., xn)| =
√
x21 + ...+ x2n，

并定义n维实心开球为Bn = (Dn)o = {x ∈ Rn : |x| < 1}。设有一个拓扑空间列

∅ = K−1 ⊂ K0 ⊂ K1... ⊂ Kp ⊂ ...

对其中每个n > −1都有一簇拓扑空间集(可以没有元素){eni }i,∀i, j, (eni )o ∩ ∂(enj )o = ∅使得
(a)∀i, eni ∩Kn−1 = ∂(eni )且K

n = Kn−1 ∪ (∪ie
n
i )

(b)对每个eni存在一个连续映射f
n
i : Sn−1 = ∂(Dn) → ∂(eni )和一个同胚映射g

n
i : Bn →

(eni )
o

此时，我们把X = ∪iK
i称为一个胞胞胞腔腔腔复复复形形形，并把{eni }n,i = ∪n{eni }i称为X上的胞胞胞腔腔腔构构构

造造造，把Kn称为X的n维维维骨骨骨架架架。我们记dimX = sup{n : {eni }i ̸= ∅}，把它称为X的维维维数数数。我们
把eni称为X的一个n维维维胞胞胞腔腔腔。如果e

n
i ∩ ∂(emj )我们就称emj 是e

n
i的一个接接接触触触面面面

(2)如果一个胞腔复形(X, {eni })满足
(C:闭包有限性 closure �niteness)任意的eni只有有限个接触面

(W:弱拓扑性 weak topology)S ⊂ X是闭集当且仅当，任意的S ∩ eni是eni中的闭集
则称X是一个CW复复复形形形。如果{eni }是有限集，则称X是有有有限限限的的的。

笼统理解的话，所谓的CW复形其实就是把各种不同维数的实心球粘合起来而成的拓扑空

间。值得注意的是，我们所给的定义也叫做“正则CW复形”，如果想要一般性的CW复形，就

要需要弱化一些性质，但笔者觉得，性质足够我们来研究理解就行了。

定理 2.51: (1)可剖分空间(或单纯复形)自然地是CW复形。因为我们可以把p维单形自然地视

为p维胞腔
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(2)CW复形是拟紧的完美正规T2空间

(3)设一个CW复形(X, {eni },Kn)，我们记Dp(X) = Hp(K
p,Kp−1)(相对同调在同调代数里

再讲吧)，并记其诱导的边缘同态为∂ : Dp(X) → Dp−1(X)，对其用类似的方法可以得到的同

调群HD
p (X) = ker∂/im∂，则有HD

p (X) ∼= Hp(X,Z)。

虽然，CW复形同调群的计算定理用到了同调代数，读者可能暂时不理解，但我们可以简

单地去理解它，就是我们可以去一层层(p − 1 → p)地计算骨架的某种同调群(即相对同调)，从

而得到CW复形的第p个同调群。这时我们可以发现，如果这个CW复形是有限的，那么在有限

次层数后，所有的同调群都是平凡的。我们拿球面Sn举例子，它的胞腔构造是{e0 ∼= D0, en ∼=
Dn}，其中e0是一点，用来和变形后的实心球en粘合成一个n维球面的，它对应的骨架链为(K0 =

e0) = K1 = ... = Kn−1 ⊂ (Kn = Kn−1 ⊔ (en)o) = ...，所以Sn是一个有限n维CW复形。显然

对于相同部分是平凡群，而对于有变换部分，又是简单的球体情形，于是就可以轻松地得到，

n维球面的同调群了。

Hi(S
n,Z) =

Z , i = 0, n

0 , i ̸= 0, n

实际上，CW复形同调群的计算，相当于单纯复形计算过程在拓扑空间中的抽象化，只是

我们把单纯复形中边缘运算变成了一个可以计算的相对同调群，从而我们无需考虑哪些单纯同

调中繁琐的运算。有关同调的话题，差不多可以结束了，其实我们真正需要知道的只有一点，

那就是“奇异同调群”是一个性质很丰富的拓扑不变量，至于计算什么的，随便找找就有很多

前人的结果了，我们拿来用就行了。

2.6.3 同伦

同伦，在Rn空间中看起来和同调是一个十分像的存在，导致很多时候我们甚至之间把同伦

和同调看成同一个东西了，但实际上，同伦并不像同调那样与Rn有那么密切的关系，它最多只

用到了[0, 1] ⊂ R上的拓扑，因此同伦其实是比同调更偏向几何这一方的。废话说再多也没用，

我们还是来感受一下吧。

定义 2.46: 设X,Y是两个拓扑空间

(1)对两个映射f, g : X → Y，如果存在连续映射H : X × [0, 1]→ Y使得∀x ∈ X,H(x, 0) =

f(x), H(x, 1) = g(x)，则称f与g同同同伦伦伦，并记f ≃ g
(2)如果存在两个映射f : X → Y, g : Y → X使得fg, gf都与恒等映射同伦，即fg ≃ 1Y :

Y → Y, gf ≃ 1X : X → X，则称X与Y同同同伦伦伦，或说X与Y伦伦伦型型型相相相同同同，并记X ≃ Y
(3)我们特别地考虑拓扑空间In = [0, 1]n和一点x0 ∈ X，在所有In到X的映射Hom(In, X)中

我们选出子类Homx0
(X) = {f ∈ Hom(In, X) : f(∂In) = x0}，显然同伦≃也是Homx0

的等价关

系，此时我们令

πn(X,x0) = Homx0
(X)/ ≃

接下来，我们来构造Homx0
(X)上的加法结构。对任意f, g ∈ Homx0

(X)，先令加法为(即
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沿一个轴压缩一半再拼接)

(f + g)(t1, t2..., tn) =

f(2t1, t2..., tn) 0 ≤ t1 ≤ 1
2

g(2t1 − 1, t2..., tn)
1
2
≤ t1 ≤ 1

此时∀[f ], [g] ∈ πn(X,x0), [f ] + [g] := [f + g] ∈ πn(X,x0)。接着我们定义单位元为f0(In) =
x0，它可以直接继承为[f0] ∈ πn(X,x0)，最后我们再定义逆元为(即使路径具有方向性)

(−f)(t1, t2..., tn) = f(1− t1, t2..., tn)

此时[f ] ∈ πn(X,x0),−[f ] := [−f ] ∈ πn(X,x0)。可以证明在上面体系下，πn(X,x0)是一个
群，我们把它称为X的第n个同同同伦伦伦群群群

(4)任取一点x0 ∈ X，如果∀1 ≤ k ≤ m,πk(X,x0) = 0，则称X是m连连连通通通的的的。特别地，我们

把“1连通”称为单单单连连连通通通，把“0连通”称为道道道路路路连连连通通通。

有关同伦，我们可以立即有一些简单的性质。

定理 2.52: (1)拓扑空间同胚推出拓扑空间同伦，X ∼= Y ⇒ X ≃ Y。同伦≃，不仅是所有拓扑
空间构成集合的等价关系，还是两个拓扑空间之间所有映射的等价关系

(2)如果X是道路连通的拓扑空间，则∀x0, y0 ∈ X,πn(X,x0) ∼= πn(X, y0)。此时，我们特别

地把X的同伦群记为πn(X)，并称为X的基基基本本本群群群

(3)在基本群情形下，πn(X), n ≥ 2是Abel群，πn(X × Y ) = πn(X)⊕ πn(Y ), n ≥ 1

(3)“奇异同调群”、“固定点的同伦群”、“基本群”是同伦不变量。

在某种意义上，我们可以把“同伦”视为一种拓扑不变量，这样我们就可以在同胚分类

中把不同伦的拓扑空间直接分开了。由于同伦比同胚更弱，所以实际上对于一些可能的不变

量，我们可以先考虑它是否同伦不变，如果是的话就可以不用考虑同胚了，如果不是我们就回

到同胚来进行思考，当然对于证明，一般都是逐渐加强，先考虑同胚再考虑同伦。有关同伦

群，我们还有一些值得说的事，如果同伦群选的基点在两个不同的道路连通分支上，那么生成

的同伦群基本没什么关系，因此如果在两个同伦的拓扑空间上的两个分别不同的的道路连通分

支上选点，它们就不是同伦不变量了。但固定点情形下就不同了，设拓扑空间同伦给出的映射

是f : X → Y，那么就有πn(X,x0) ∼= πn(X, f(x0))，不过我们平常研究地更多的也是道路连

通情形，因为对于两个分开的拓扑空间，分开研究就行了，没必要看成一个整体来给自己找麻

烦，因此我们通常研究的都是基本群。由于一般性的基本群和拓扑空间的一系列性质一样，过

于宽泛了，因此很多时候都是要穿插到具体的实例拓扑空间中，才能有更好的性质，在我们当

前的框架下实在是给不出什么有趣的新东西了，所以我们还是把基本群看成和紧性、分离性、

连通性之类的泛性质比较好，而且同伦群是同伦不变量，那么自然就是同胚不变量了，因此在

同胚分类中基本群也可作为一个分类限制，比如我们著名的“庞加莱猜想”就是下面的定理(已

经被证明了)。

定理 2.53: 设Sn = {(x0, ..., xn) ∈ Rn+1 : x20 + ... + x2n = 1}表示n维球面。如果一个n(n>1)维

微分流形M满足，Hk(M) = Hk(S
n),∀k ∈ N且π1(M) = 0，则有同胚M ∼= Sn。

到此，我们总算是把所有的预备知识给说完了，接下来就是我们的主题“代数分析几何”

了。
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3 基础:层理论

3.1 范畴观、结构与公理

在我的上一篇文章[1]中已经讨论过了范畴的概念。范畴论的基本观点是研究三个核心对

象，范畴=(对象、态射、复合)、函子=(对象对应、态射对应)、自然变换=函子到函子的对应。

不知道你有没有这样的想法，把范畴中的obj也看成集合，把复合看成映射，那么我们是否可

以这样定义范畴呢？

定义 3.1 (范畴论相关概念的伪定义): (1)设X是一个集合，如果对每个x, y ∈ X存在一个集

合hom(x, y)，对每个x, y, z ∈ X存在一个映射hom(x, y)× hom(y, z)→ hom(x, z), (f, g) 7→ gf，

满足

(a)对任意的x, y, z, t ∈ X, f ∈ hom(x, y), g ∈ hom(y, z), h ∈ hom(z, t)有(hg)f = h(gf)

(b)对任意的x ∈ X存在1X ∈ hom(x, x)。并且∀f ∈ hom(x, y)有f1X = f = 1Y f

那么我们把hom(x, y)的元素称为x到y的态态态射射射，记hom(X) = ∪x,y∈Xhom(x, y)，并把(X,hom(X))称

为一个范范范畴畴畴

(2)设(X,hom(X)), (Y, hom(Y ))是两个范畴，F : (X,hom(X)) → (Y, hom(Y ))是一映射。

并且满足

(a)对任意的x, y ∈ X, f ∈ hom(x, y)有F (f) ∈ hom(f(x), f(y))

(b)对任意的x, y, z ∈ X, f ∈ hom(x, y), g ∈ hom(y, z)有F (gf) = F (g)F (f)

(c)对任意的x ∈ X有f(1x) = 1f(x)

此时我们把F称为X到Y的一个函函函子子子

(3)剩下的类似，就省略了。

有人可能会觉得最大的问题是循环定义，比如集合论范畴Set，定义成一个集合就有点问

题了(用集合定义集合)，而且可能总是隐隐约约地觉得不是很对劲，但就是说不出来哪里奇怪

的(有一种说不出来的“违和感”)。对于前一段，你们应该要问为什么hom(x, y)在常规的范畴

中被定义成集合，难道这就不是循环定义了吗，既然它可以被定义成集合，那把obj和hom都定

义成集合又有什么不行呢？我们要不先来看一下“违和感”在哪里，此时我们需要先看一下类

似的东西。比如环(R,+,×)，R是一个集合，并且带有两个映射+ : R2 → R,× : R2 → R满

足某些性质；比如拓扑空间(X,A )，X是一个集合，并且带有一个集簇A ⊂ 2X满足某些性质；

比如等价关系(X,∼)，X是一个集合，并且带有一个子集∼⊂ X × X满足某些性质。最后看看
我们的范畴(X,hom(X))，X是一个集合，并存在一个集合hom(X)满足某些性质。不知道，你

看出了问题在哪里吗？其实，我想基本所有本科生可能都没有学过公理集合论，对集合本身的

概念就是很模糊的，对集合论的悖论也停留在“我没用说谎”这种层面上。在解决上面这些疑

问之前，我们们先来看看集合论到底有哪些公理。

定义 3.2 (ZFC公理): (ZF1)外外外延延延公公公理理理:∀x∀y(∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)→ x = y)

(ZF2)空空空集集集合合合存存存在在在公公公理理理:∃x∀y(¬y ∈ x),def : x = ∅
(ZF3)无无无序序序对对对集集集合合合存存存在在在公公公理理理:∀x∀y∃z∀u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y),def : z = {x, y}
(ZF4)幂幂幂集集集合合合存存存在在在公公公理理理:∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z → u ∈ x)),def : y = 2x

(ZF5)并并并集集集存存存在在在公公公理理理:∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ ∃u(u ∈ x ∧ z ∈ u)),def : y = x ∪ z
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(ZF6)分分分离离离公公公理理理模模模式式式:∀y∃z∀u(u ∈ z ↔ u ∈ y ∧A(u))
(ZF7)替替替换换换公公公理理理模模模式式式:∀x∃1yA(x, y)→ ∀x∃y∀z(z ∈ y ↔ ∃u ∈ xA(u, z))

∃1yA(x, y) = ∃y(A(x, y) ∧ ∀z(A(x, z)→ z = y))

∃u ∈ xA(u, z) = ∃u(u ∈ x ∧A(u, z))

(ZF8)无无无穷穷穷公公公理理理:∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y ∈ x(y ∪ {y} ∈ x))

∀y ∈ xA(y) = ∀y(y ∈ x→ A(y))

(ZF9)正正正则则则公公公理理理:∀x(x ̸= ∅↔ ∃y ∈ x∀z ∈ y(¬z ∈ x))
(AC)选选选择择择公公公理理理:∀x∀y ∈ x(y ̸= ∅→ ∃f(F (f) ∧ ∀y ∈ xf(y) ∈ y))

只有存在符号∃被放在最开始，才能把特殊的常量给定义出来，即只有空集是最特殊且可
定义的，而放在中间的存在只能定义出函数，比如并集。实际上，通过空集可以构造出序数公

理(以ZF8无穷公理为基础)，其实这才是康托尔所研究的集合论。“常量、变量、函数、谓词、

公式、连接词”都是数理逻辑的内容，到时候我会专门写一篇文章来讲的。我们回到我们的主

题，就是为什么“范畴的伪定义”存在维和感，我们主要关注ZF2到ZF5的存在性公理，它指

出在集合论中，我们可以写下，空集∅，写下集合{X,Y }，写下子集簇2X，写下并集X ∪ Y，
而集合间的关系用谓词来表示，在集合论中只有x ∈ y是天生的谓词，其它的谓词通过公式的

简化来实现，比如x ⊂ y = ∀u(u ∈ x → u ∈ y)。接下来，其实最重要的是给出“笛卡儿积”，
它可以引出关系、映射等概念。值得注意的是{x, y}只能给出无序对，而笛卡尔积(x, y)是有序

对，即(x, y)和(y, x)是不同元素，所以不能从ZF3推出笛卡尔积的存在，但是我们可以借助它给

出有序对，我们给出def : (x, y) = {{x}, {x, y}}，此时就有(y, x) = {{y}, {x, y}}，于是笛卡尔
积就变得可以定义了，即可以从ZFC公理中证明形式定理∀x∀y∃z(u ∈ x ∧ v ∈ y ↔ (u, v) ∈ z)，
此时可以定义def : z = x× y。

其实，读者无需过于理解公理集合论的东西。我们想要指出的是“范畴的伪定义”在试图

给集合论添加公理，如果仔细地探究数学的一些形式化结构的话，可以发现，对于环(R,+)，

映射+ ⊂ R2 ×R是公理集合论下可存在的；对于拓扑空间(X,A )，拓扑A ⊂ 2X是公理集合论

下可存在的；对于等价关系(X,∼)，关系∼⊂ X × X是公理集合论下可存在的。那么范畴做了
什么呢？对于一个集合X，它先凭空捏造一个集合hom(X)，首先它的合理性就应该遭到质疑，

接着它又莫名其妙让这个集合需要满足某些约束。你知道这是什么意思吗？那就是它在妄图扩

充公理集合论，“存在一个集合是不合法的，除非它是确实存在的，否则它只能作为公理集合

论的公理存在”，对于结构数学这是必需理解的一个东西，既然说到了“公理，结构”这两个

著名的数学对，我们就先来讲讲何时需要公理，又何时使用结构。

我曾经在数学基本图中指出，除去数理逻辑，只有两类公理需要定义“集合论公理”和

“序数公理”，但是我却又在公理集合论指出，集合论公理可以导出序数公理，那不完全就是说

只要集合论就行了吗？事实确实是这样的，但是我就是想把它们区分出来，以表示它们完全是

处于两个世界的东西。首先，从“公理集合论” 构造序数是很简单的，即0 = ∅, 1 = {∅}, 2 =

{∅, {∅}}...，用“皮亚诺的序数公理”来说就是“{∅, n}是n的后继，∅不是任何元素的后继”，
从ZF2和ZF3可以推出这样是合理的。至于序数构造出实数和复数，总觉得一大堆的书都有讲，

实在没啥好说的。那我们为什么选择把“幻世”和“现世”给分开来呢，因为幻世确实在“研
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究集合这个概括性对象”而虽然现世“只是研究集合构造序数的特例”但却有丰富成果。集合

论的核心对象只有两个，集合和映射，集合自身只能放在公理集合论中，所以只能研究子集，

于是就构造了“拓扑结构”，映射虽然是关系的特例，但它确实被独立了出来，研究集合上的

映射就构成了“代数结构”。这正是结构数学的两个核心研究对象，基本所有的构造都是以它

们为基础而搭建的。实际上，之所以承认“序数公理”的地位就是因为历史的原因，理解的原

因，而且它构造出来的Rn具有大量的研究和极其丰富的结构性质，基本所有幻世的抽象结构

都可以在其中找到古典元件，而且人类认识数学的起点也是序数，序数构造出的结构又接近现

实，笔者认为“现世就应该作为大众的数学而单独具有地位”，至于幻世那就是只属于数学家

的浪漫了。

请知道一点，数学家所推崇的是“尽可能少的公理”，我们不可能为群、环、拓扑等更多

的抽象结构都去建立公理，而且公理可不是条件，对于条件，即抽象结构所列出的性质我们当

然希望多一些好，就算矛盾了，我们也可以直接申明这个结构不存在，然后再减少条件，但对

于公理，我们还得考虑它们是否矛盾、是否相容，任意添加公理是破坏性极大的。集合论虽然

看起来平凡，但正是因为平凡，导致了它的概况性，导致了它的公理可以作为基本所有结构存

在的基石，没错，我们正是想歌颂集合论的伟大。“集合论是研究无穷的理论”，我希望读者

能理解这点，为什么普遍认为集合论是19世纪末由康托尔建立，难道前人对“一个元素属于集

合”这种简单的思想都没有吗？简直可笑。要知道，在集合论之前就有群的概念，但现代的群

都建立在集合之上。其实，前人认识集合，也认识无穷，但不知道什么是无穷，要知道连集合

论公理都是康托尔给出来的，而是由策梅洛(Zermelo)和弗伦克尔(Fraenkel)等提出来的。我们

再知道，无穷集是很普遍存在的，如果没有对无穷有深入研究的话，我们使用总是会小心翼翼

的，第一次对无穷的研究可能是“微积分”了，它是从无穷小为基础考虑的无穷，而集合论则

是直接从无穷大来考虑无穷。最后，我们还是说我们的主题吧。

我们认为“范畴”是一个数理逻辑对象，笔者更愿意把它称为“类逻辑”，它与另外两者

逻辑的关系是“类逻辑<一阶逻辑<命题逻辑”，由于我们还没介绍数理逻辑，所以我们可以

把它认为是一套新的符号系统，由由于它在一阶逻辑之上，所以所有的谓词、量词在类逻辑

中都是可以使用的。那么这套系统，到底添加了什么样的符号呢？我们就以例子来说事，函

子F : Grp→ Grp, G⇝ [G,G]和遗忘函子F : AGrp→ Set, G⇝ G蕴含了多少信息。显然地，

虽然它们看起来和映射好像每什么两样，但却蕴含了比映射更多的信息。它不仅保持了对象的

对应，还保持了对象间态射的对应，或许你可能会说，在集合论中写成两个映射不行吗，哦，

然后你会恍然大悟，干脆把范畴定义成两个集合构成的对(X,hom(X))。是吗，你开心就好，

我嘛还是以符号系统的角度进行考虑，符号往往会让人对数学概念变得清晰，遗忘函子就是我

们时常忘记的东西，比如很多空间(度量空间、概形、流形)都具有到拓扑空间的遗忘函子，这

也意味着，一旦函子建立，即定义出开集，那么闭集、连续映射、紧性、分离性、连通性等等，

都无需再重新定义了。我们设域k上代数集构成的范畴是ATopk，那么代数几何相当于建立了

函子F : ATopk → Algk，我们发现左边代表了几何对象，右边代表了代数对象，那么我们可

以将函子进行一般化F : OpX → AGrp，这就是阿贝尔层的范畴化思考，通常我们可以加强

层的性质，比如变成环层F : OpX → Ring→ AGrp，后面的一步是遗忘函子。我们还能极限

加强层，变为古典代数几何研究的代数簇，即F : ATopk → OpX → Algk → Ring→ AGrp，

第一步是构造Zariski拓扑从而得到遗忘函子，第二步是强化层的性质，后面两步则是相应的遗
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忘函子。所以，我们认为范畴论最大的特点，还是提供了一套蕴含丰富内容的符号系统，即认

为它是数理逻辑的对象。或许笔者没有讲清楚，范畴提供的符号有个特点，那就是凭空产生却

符号一阶逻辑，“凭空产生”对于大部分符号都是不存在的，因为大多符号其实都是简记，用

数理逻辑的说法就是，它只是将公式进行了简写。比如就在前面的段落中，符号x ⊂ y其实就

是公式∀u(u ∈ x→ u ∈ y)的简写。
虽然以我的观点来看，范畴并不是一个让我喜欢的东西。但又由于它是一套常用的符号，

所以我们必需像使用集合那样对范畴也是信手拈来才行，即我们需要建立一套“范畴观”。这

其实是一个大家都有的东西，如果函子F : C → D和函子F : D → C都存在，那么研究范
畴C和D都是一样的，最著名的例子就是代数几何“研究代数集↔研究满足特殊性质的代数”，
这里的一样并不意味着我们只研究一个方面，而是哪里方便就研究哪里，“数形结合”正是这

样的意思，某些形的特点可以简化代数运算，某些代数运算又可以看出形的隐蔽特性。如果

函子不可逆只是单向的F : C → D，那么就说明D简化了C的某些性质，最著名的当然是到拓
扑的遗忘函子，所有的“连续纯几何”直接放到了拓扑中研究。实际上，奇异同调群函子F :

Top → AGrp也有这样的特性，它将某些拓扑空间的性质转化到了同调群上，比如第0个同调

群H0(X)可以看出拓扑空间X道路连通分支的个数。但同调群并不能完全代表拓扑空间，所以

它相当于给不出反过来的函子的意思。知道为什么笔者不喜欢范畴吗？因为很多书籍时刻透露

着范畴的思想，却怎么也不肯用上范畴的语言来简化符号体系，只能说看着心烦。我拿通常书

籍对层的定义来说事。

定义 3.3: (1)设X是一个拓扑空间，一个(阿贝尔群、环、代数)预预预层层层F，由两部分构成：对每
个开集U ⊂ X有一个(阿贝尔群、环、代数)F(U)、对每个开集包含U ⊂ V有一个(阿贝尔群、

环、代数)同态ρUV : F(V )→ F(U)，并且满足

(a)F(∅) = 0

(b)ρUU = 1F(U)

(c)对三个开集包含有W ⊂ U ⊂ V有ρUW = ρVWρUV。

(2)如果一个预预预层层层F满足
(a)对开子集U ⊂ X和s ∈ F(U)，设{Ui}i是U的一个开覆盖。如果s|Ui

= 0,∀i那么s = 0

(b)记si ∈ F(Ui)。如果si|Ui∩Uj
= sj |Ui∩Uj

那么存在s ∈ F(U)使得s|Ui
= si

我们就把它称为一个层层层。

我不明白的一点是，为什么很多时候范畴论既然已经作为代数几何的先修课了，为什么就

不能把代数几何里的符号给我简化一下。而且，上述概念实际上定义了，阿贝尔层、环层、代

数层等一系列的概念，但我发现很多书籍存在误导，导致我的学生很多时候都直接把“阿贝尔

层”当成了“层”。但好像也没什么问题，因为中间总会有一个“环拓扑空间”做跳板，环的

特点自然就被带了过去。层是我们在这部分核心讨论的对象，我希望读者能以范畴论的观点来

看带它，即把层看成一个具有一些限制的逆变函子F : OpX → C，而C是一个抽象代数的范畴，
可以是Algk → Ring → AGrp这条链中的任意一个对象，在这种观点下，或许符号还是比较

经典，但性质已经完全不同了。请读者牢记这些东西，或许我们还是游走在经典语言之中，但

我如果冒出像“函子F”“对任意开集U，环F(U)满足...”这样的语句请不要觉得惊奇，接着让

我们带着“范畴观”来认识层理论吧，我们的旅程开始咯。
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3.2 层的基本理论

我们先来给出，层在范畴论下的严格定义，但我们同时也指出，使用符号时可以像经典那

样的用起来。我们先来回忆一下OpX范畴是什么，首先obj(X)是拓扑空间X的所有开集，对于

态射，如果V ⊂ U则hom(V,U) = {i : V → U(x 7→ x)}，否则令hom(V,U) = ∅，这样它就构
成了一个“开集范畴”。另外读者需注意我特别喜欢用的符号{xi}i ⊂ X或者{Xi}i ⊂ 2X，它们

的完整写法应该是{xi}i∈I，其中的I叫做指标集，但是指标集只是一个集合不具备任何额外的

性质，它的目的只是为了区分集合中的各个元素，以便于我们做一些运算，所以我们干脆就懒

得写了，包括笛卡儿积
∏

iXi和并集∪iXi也是一个道理，之所以不使用N,R或它们的子集是因
为，集合的可数性不能被它们全部囊括，而抽象领域情况又太多了。

定义 3.4: (1)设X是一个拓扑空间，C是一个范畴且存在到Set范畴的遗忘函子8。我们把任意

一个逆变函子F : OpX → C称为X上的取值为C的预预预层层层(presheaf)。并且对任意开集U ∈ obj(OpX)记

其对应元素为F(U) ∈ obj(C)，对任意态射(V ⊂ U) ∈ hom(V,U)记它的对应元素为ρUV ∈
hom(F(U),F(V ))，并且称其为U在V上的限限限制制制态态态射射射(restriction morphism)，并把F(U)的任一

元素称为U上的一个截截截影影影(section)

(2)设F是拓扑空间X上的预层。对任意开集U ⊂ X和开覆盖U = ∪iUi，我们定义一个态射

图9为

F(U)
p0→
∏
i

F(Ui)
p1
⇒
p2

∏
i,j

F(Ui ∩ Uj)

其中前半部分的p0由一系列的限制映射ρUUi
: F(U) → F(Ui)构成，而后半部分的p1, p2 :

F(Ui) × F(Uj) ⇒ F(Ui ∩ Uj)由指标的投影映射I × I → I, p1 : (i, j) 7→ i, p2 : (i, j) 7→ j限制映

射和相应的限制映射F(Ui)→ F(Ui ∩ Uj)一起构成

(3)设F是拓扑空间X上的预层，如果对任意开集U ⊂ X和开覆盖U = ∪iUi，由(2)定义的

态射图满足

Sh1:p0是单态射

Sh2:p0是p1, p2的等等等值值值子子子(equalizer)，即p1p0 = p2p0并且p0具有万万万有有有性性性(universal，或称为

泛性)，即如果另一态射p′0也满足p1p
′
0 = p2p

′
0则存在态射h使得p

′
0 = p0h

此时我们称F是拓扑空间X上的层层层(sheaf)。

虽然层的抽象定义看起来有那么一点复杂，但它其实和非范畴的定义是一样的，就是任意

开集U所对应的结构F(U)，可以由开覆盖粘合而成并且与开覆盖的选取无关。实际上，对于层

的两个性质就有一个等价定理。

定理 3.1: 设F ∈ PSh(OpX ,AGrp)是拓扑空间X上的预层，如果对任意开集U ⊂ X和开覆

盖U = ∪iUi满足

0→ F(U)
d0→
∏
i

F(Ui)
d1→
∏
i,j

F(Uij := Ui ∩ Uj)

是正合列，则F是一个层。对任意的10s ∈ F(U)我们记s|V := ρUV (s) ∈ F(V )，则上述的d0由s 7→
8笔者认为这种意义下的范畴，性质才足够优良，而且还便于我们可以使用一些集合论的东西，而且大多数优秀的代数结构都是

定义在集合上的
9它其实是由一系列的对象和态射构成的整体

10这些操作都需要我们之前假设的遗忘函子才能实现
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s|Ui
构成，上述的d1由(si, sj) 7→ si|Uij

− sj |Uij
，此处的减法来自阿贝尔群的代数结构。

如果我们需要足够好的性质，则至少要求范畴的遗忘函子为C → AGrp，这也是大多数传

统代数几何所做的基本要求，而且此时它与上一节中层的定义是等价的。由于层只是在预层上

添加性质而不是添加结构，因为我们可以认为层的态射就是预层的态射，根据范畴论的基本内

容，预层的态射指的就是其作为函子时的自然变换，等价性也可以直接套用过来，我们就不多

讲了。接下来，我们来稍微复习一下11，正向系统和逆向系统，它们在代数几何中广泛的使用

着。

定义 3.5: (1)如果偏序集(I,≤)满足∀i, j ∈ I, ∃k ∈ I使得i ≤ k, j ≤ k，则称I是一个定定定向向向

集集集(directed set)。

设范畴C和定向集I
(2)对每个i ∈ I我们给出Xi ∈ obj(C)，对每个i ≤ j我们给出ϕij ∈ hom(Xi, Xj)。如果

有ϕii = 1Xi
且∀i ≤ j ≤ k, ϕik = ϕjkϕij，则称({Xi}i, ϕij)是一个正正正向向向系系系统统统(direct syetem)

(3)对于一个正向系统({Xi}i, ϕij)。对于Z ∈ obj(C)，我们记Hom(({Xi}i, ϕij), Z)中的每

个元素是，一系列态射ϕi ∈ hom(Xi, Z)构成的整体{ϕi}i并且满足∀i ≤ j, ϕi = ϕjϕij。如果存

在D ∈ obj(C)和{Φi}i ∈ Hom(({Xi}i, ϕij), D)使得对任意的Z ∈ obj(C)有

hom(D,Z)→ Hom(({Xi}i, ϕij), Z), φ 7→ {φΦi}i

是一个双射12，则称(D, {Φi}i)是({Xi}i, ϕij)的正正正向向向极极极限限限(direct limit)，或称为归归归纳纳纳极极极限限限(inductive

limit)。如果正向极限是唯一的13，我们就记

D = lim−→
i

Xi

(4)对每个i ∈ I我们给出Xi ∈ obj(C)，对每个i ≤ j我们给出ϕij ∈ hom(Xj , Xi)。如果

有ϕii = 1Xi
且∀i ≤ j ≤ k, ϕik = ϕijϕjk，则称({Xi}i, ϕij)是一个逆逆逆向向向系系系统统统(inverse syetem)

(5)对于一个逆向系统({Xi}i, ϕij)。对于Z ∈ obj(C)，我们记Hom(Z, ({Xi}i, ϕij))中的每个

元素是，一系列态射ϕi ∈ hom(Z,Xi)构成的整体{ϕi}i并且满足∀i ≤ j, ϕi = ϕijϕj。如果存

在P ∈ obj(C)和{Φi}i ∈ Hom(P, ({Xi}i, ϕij))使得对任意的Z ∈ obj(C)有

hom(Z,P )→ Hom(Z, ({Xi}i, ϕij)), φ 7→ {Φiφ}i

是一个双射，则称(P, {Φi}i)是({Xi}i, ϕij)的逆逆逆向向向极极极限限限(inverse limit)，或称为投投投影影影极极极限限限(projective

limit)。如果逆向极限是唯一的，我们就记

P = lim←−
i

Xi

值得注意的是全序集一定是定向集但反过来就不一定了，比如集合由包含诱导的序关系，

它是有序的但不是定向的，引入定向集的目的就是想使用和之前一样的指标性质，因为指标集

可以自然地得到定向集。另外，我们很容易从定义中发现，正向极限和逆向极限的对偶关系。

11主要发现层好像没啥可以写的东西了，所以拿点东西来凑数
12这其实是之前一直所说的万有性的形式化
13实际上，可以在范畴上证明，正向极限存在就一定唯一，逆向极限也是一样的
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lim−→
i

Xi = lim←−
i

Xop
i

左右两边分别来自范畴C的正向系统和对偶范畴Cop中相对应的逆向系统。实际上X =
∏

iXi也

可以看成逆向系统的极限，其中范畴为Set，定向集为任一指标集并且用i ≤ j ⇔ i = j作为偏

序关系，此时有系统({Xi}i, ϕii)，定义集合论的投影映射Φi : X → Xi, (..., xi, ...) 7→ xi，于

是可以得到X = lim←−i
Xi。还有一个典型的例子是p-进整数的定义，即Zp = lim←−i∈N

Z/piZ，其
中N使用的是自然数自带的序结构。

定义 3.6: 设F是X上的一个预层，对一点x ∈ X记它的开领域族为U(x)，设其通过包含关系得

到定向集。我们把正向极限

Fx = lim−→
U∈U(x)

F(U)

称为F在x处的茎茎茎(stalk)。对任一s ∈ F(U)，正向系统给出了像sx := Φ(s) ∈ Fx，我们把sx称

为s在x处的芽芽芽(germ)。此时可以诱导处一个映射F(U)→ Fx, s 7→ sx，并且进一步可以得到

F(U)→
∏
x∈U

Fx

借助上述的概念，我们就能得到一些从预层升级为层的手段。

定理 3.2: (1)预层F满足(Sh1)当且仅当，F(U)→
∏

x∈U Fx是单射

(2)如果预层F满足(Sh1)则，它是一个层当且仅当，如果一系列的芽{s(x)}x∈U满足∀x, ∃Ux ∈
U(x), s ∈ F(Ux)使得sq = s(q)(∀q ∈ Up)则{s(x)}x∈U来自同一个U上的截影

(3)记预层PSX = PSh(OpX , C)和层SX = Sh(OpX , C)，则存在一个存在一个可表达函
子PSX → SX ,F ⇝ F ♯。

上面的(3)是预层构造层的过程(即预层的层化，Shea��cation of a Presheaf)，一般的代数

几何书籍都有介绍，我就不详细写了。层的态射没什么好说的，我们来讨论一下诱导问题，就

是一系列定义的过程。

定义 3.7: 设拓扑空间X,Y和连续映射f : X → Y

(1)对X上的一个取值为C的层F，可以定义

f∗(F) : OpY → C, V ⇝ F(f−1(V ))

显然它是Y上的一个层。我们把f∗(F)称为F的正正正像像像(direct image)

(2)设F是Y上的一个取值为C的层。先定义一个预层

f ′(F) : OpX → C, U ⇝ lim−→
V ∈U(f(U))

F(V )

此时我们把层f∗(F) := f ′(F)♯称为F的逆逆逆像像像(inverse image)。

其实对于大多数的教材而言层只是一个引入概形的跳板，所以基本的内容并不多，而且更

没必要用范畴来进行定义。而我们之所以这样做，主要还是为了读者能够理解层的本质到底是

一个怎样的东西，如何才能不被层的繁琐定义给搞糊涂，简洁的记号就是最好的工具，而范畴

正是提供了这样的工具。
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3.3 层的上同调

我们在[1]中介绍过如何在范畴层面上构造同调理论，由于其过于繁琐而且实用性不高，所

以这次我们将直接在抽象代数领域来研究同调理论，而这也是一般同调代数所讨论的内容。对

于一个环R，接下来我们主要讨论左R-模范畴ModR，想从范畴论的角度讨论的话可以把它替

换为阿贝尔范畴。

定义 3.8: (1)如果ModR中的一个态射链

{Ci, di} := · · · → Cn+1
dn+1→ Cn

dn→ Cn−1 → · · ·

满足dndn−1 = 0，则称{Ci, di}是一个复复复形形形(complex)

(2)对于复形C = {Ci, di}，定义闭闭闭链链链(cycle)为Zn(C) = kerdn，定义边边边缘缘缘(boundary)为Bn(C) =

imdn+1，定义第第第n个个个同同同调调调(n-th homology)为

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C)

(3)对偶地，考虑复形(只是换了指标，本质上就是复形)

C := · · · → Cn−1 dn−1

→ Cn dn

→ Cn+1 → · · ·

同样地，有上上上闭闭闭链链链(cocycle)为Zn(C) = kerdn，定义上上上边边边缘缘缘(coboundary)为Bn(C) = imdn−1，

并定义第第第n个个个上上上同同同调调调(n-th cohomology)为

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C)

此处其实只是把同调构造的手续给复现了一遍，并没有什么实质性的东西，我们把ModR中

所有复形构成的范畴记为CompR，它的态射f = {fn}n其实挺好定义的，简单来说就是下面的
图是交换的。

· · · → Cn+1
dn+1→ Cn

dn→ Cn−1 → · · ·
↓ fn+1 ↓ fn ↓ fn−1

· · · → C ′
n+1

d′
n+1→ C ′

n

d′
n→ C ′

n−1 → · · ·

我们可以把同调看成一个函子，于是就可以得到一些比较简单的性质。

定理 3.3: (1)对任意的n ∈ Z，函子Hn : CompR →ModR是加性函子

(2)设R和A是环，T : ModR → ModA是正合加性函子，则有Hn(C
′ = {T (Ci), T (di)}) =

THn(C = {Ci, di})。

接下来我们来构造经常用到了两个函子Ext和Tor。

定义 3.9: (1)设R是一个环

(a)对一个左R-模P，如果对任意态射σ ∈ hom(P,A)和满态射τ ∈ hom(B,A)存在态射f ∈
hom(P,B)使得τf = σ，则称P是射射射影影影模模模

(b)对一个左R-模A，如果正合列

· · · → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 ↠ A
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满足每个Pn都是射影模，则称它是A的一个射射射影影影分分分解解解。此时我们可以得到一个复形

PA := · · · → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0 → 0

(2)对加性协变函子T : ModR →ModS，我们可以定义它的左左左导导导出出出函函函子子子(left derived func-

tor)为

LnT : ModR →ModS , A⇝ Hn(T (PA))

对于态射f : A → A′，首先它可以诱导出复形态射f̂ = {fn : Pn → P ′
n}，于是可以得到

态射的对应为LnT (f) = (T f̂)n。左导出函子是加性协变函子，并且对于负数n均有LnT (A) =

{0}，都是一些比较简单的性质
(3)设R是交换环，此时我们注意到模的张量积T = ⊗RB : ModR → ModR, A ⇝ A ⊗R

B可以视为一个加性协变函子，于是我们定义Tor函函函子子子为

TorRn ( , B) = LnT

特别地，对于R-模A的射影分解所诱导的复形有

TorRn (A,B) = Hn(PA ⊗R B) =
ker(dn ⊗ 1B)

im(dn+1 ⊗ 1B)

注:实际上如果取消R的交换性，关于左右模可以分别得到TorRn ( , B)和torRn (A, )，并且

可以证明TorRn (A,B) ∼= torRn (A,B)，从实用性角度来考虑的话，直接假设交换性就没有那么多

麻烦了。

至于Tor函子的性质，笔者觉得没啥重要的，重要的是诱导思想，而需要证明的就只是唯

一性了。

定理 3.4: TorRn (A,B)不依赖于A,B投影分解的选取。

接下来其实就是一组对偶的定义。

定义 3.10: (1)设R是一个环

(a)对一个左R-模Q，如果对任意态射σ ∈ hom(A,Q)和单态射τ ∈ hom(A,B)存在态射f ∈
hom(B,Q)使得fτ = σ，则称P是内内内射射射模模模

(b)对一个左R-模A，如果正合列

A ↪→ Q0 → Q1 → · · · → Qn → Qn+1 → · · ·

满足每个Qn都是内射模，则称它是A的一个内内内射射射分分分解解解。此时我们可以得到一个复形

QA := 0→ Q0 → Q1 → · · · → Qn → Qn+1 → · · ·

(2)对加性协变函子T : ModR → ModS，我们可以定义它的右右右导导导出出出函函函子子子(right derived

functor)为

RnT : ModR →ModS , A⇝ Hn(T (QA))

对于态射f : A → A′，首先它可以诱导出复形态射f̂ = {fn : Qn → Qn′}，于是可以得到
态射的对应为RnT (f) = (T f̂)n。右导出函子是加性协变函子，并且对于负数n均有RnT (A) =

{0}，都是一些比较简单的性质
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(3)设R是交换环，此时我们注意到模的态射T = HomR(B, ) : ModR → ModR, A ⇝

HomR(B,A)可以视为一个加性协变函子，于是我们定义Ext函函函子子子为

ExtnR(B, ) = RnT

特别地，对于R-模A的内射分解所诱导的复形有

ExtnR(B,A) = Hn(HomR(B,QA)) =
kerdn
imdn−1

注:此时有类似的现象ExtnR(A,B) ∼= extnR(A,B)，通常我们在代数几何上研究交换代数，

所以确实用交换环就行了。

与Tor一样，Ext也有相应的无关性质。

定理 3.5: ExtnR(A,B)不依赖于A,B内射分解的选取。

同调代数研究的基本就是上面这些玩意的性质，如果稍微放松一下条件把R退化为群，可

以探究群的上同调，不过在我们当前讨论的主题上基本遇不到，讨论的话也只是浪费时间和经

历。实际上同调代数主要目的还是给出一个研究框架，真正讨论一些重要的性质，或者计算具

体的同调群，还是看一些实际的例子比较好。所以接下来我们来探究一下层的上同调，事实证

明上同调研究起来是比较方便的。

定义 3.11: 设F是拓扑空间X上的一个层
(1)令U = {Xi}i∈I是X的一个开覆盖，接着简记Ui0...ip = Ui0 ∩ ...∩Uip。我们定义上链群为

Cp(U ,F) =
∏

(i0,...,iq)∈Iq+1

F(Ui0...ip)

接着定义相应的上边缘算子为

d : Cp(U ,F)→ Cp+1(U ,F), α 7→ (dα)i0...ip =
∑
k

(−1)kαi0...ik−1ik+1...ip

可以证明{Cp, d}构成一个复形，因此可以得到Hp(U , X)

(2)在(1)内容的基础上，可以进一步定义

Hp(X,F) = lim−→
U
Hp(U , X)

并把它称为F的第第第p个个个上上上同同同调调调群群群(pth (Cech) cohomology group)。其中U取遍X的所有开覆
盖使用集合自带的序结构。

对于Cech上同调，最多也只能拿来理论研究，真的去算基本就是不可能的事情。所以我们

有必要试着把它和奇异同调群给联系起来，显然层是自带一个拓扑空间X的，所以我们主要应

该试着把交换环看成一个层。由之前的性质可知，通过茎Fx, x ∈ X我们可以粘合出一个层来，
对一个幺环R，我们令∀x ∈ X,Fx = A，于是就可以得到一个层，我们记为FA，并称其为X的

取值为A的常数层(constant sheaf)，此时我们有联系定理。

定理 3.6: 如果拓扑空间X同伦于CW复形，则对任意幺环R有Hn(X,R) ∼= Hn(X,FA)。
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值得注意的是，Cech上同调和奇异上同调在某些情况下是不等价的，当然这些情况也是十

分离奇的情况，涉世未深的我们就不要去探究了，要知道CW复形基本涵盖了我们想要研究的

各种情况。

3.4 概形的基本理论

我们很容易感受到，层就只是一种抽象框架，就算在上面研究再深入也缺乏实感，所以我

们还是像大多数代数几何教程那样，马上进入一些比较实际的研究对象。我们记交换幺环构成

的范畴为ARing，接下来我们所讨论的都是拓扑空间X上的环层(ring sheaf)OX ∈ Sh(OpX ,ARing)，

这样我们所学习过的交换代数知识至少不会白费掉。

定义 3.12: 对于一个环层(X,OX)，如果满足对任意x ∈ X茎OX,x是局部环，则称X是一个环环环

拓拓拓扑扑扑空空空间间间(ringed topological space)。对于两个环拓扑空间(X,OX), (Y,OY )，它们的态态态射射射f由连

续映射f : X → Y和环层态射f ♯ : OY → f∗OX构成，并且满足f ♯
x : Oy,f(x) → f∗OX,x是局局局部部部同同同

态态态，即满足环的极大理想的像包含于极大理想的同态。

代数几何所研究的核心对象就是某些环拓扑空间，对，我们加了个“某些”，一般性的研

究还是没啥意义，所以我们先来构造一种特殊的环拓扑空间，而它将贯穿我们整个代数几何的

研究。对一个交换幺环A，我们记Spec(A)为A的所有素理想构成的集合，对任意理想I ⊂ A，

我们记V (I) = {p ∈ Spec(A) : I ⊂ p}，把它定义为闭集，并记开集为D(I) = Spec(A) − V (I)，

则Spec(A)构成一个拓扑空间。接下来我们来讨论局部化的方法，对于子集S ⊂ R如果继承了加
法幺半群的结构，我们可以定义S×R的一个等价关系为(a, s) ∼ (b, t)⇔ ∃k ∈ S, (at−bs)k = 0，

并记商集S−1R = R/ ∼，里面(a, s)的等价元素记为a
s
，于是我们可以在其上定义加法和乘法为

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
,
a

s

b

t
=
ab

st

由此S−1R构成一个环。实际上，如果A是整环，令S = {a ∈ A : b ̸= 0 ⇒ ab ̸= 0}，可
以得到它的局部环就是分式环Frac(A) = S−1R。对于素理想p ⊂ A，我们取S = A − p，则
记Ap = S−1A，并把它称为环A关于素理想p的局部化(localization)，比较重要的性质是，它形

成了一个局部环。对任意开集U ⊂ Spec(A)，我们定义O(U) = ⊔p∈UAp，于是可以得到一个环

拓扑空间(Spec(A),OSpec(A))，我们把它称为A的素谱(prime spectrum)。

定理 3.7: 对于交换幺环R和X = Spec(R)有

(1)OX(X) ∼= R,OX,p
∼= Ap

(2)(X,OX)是一个环拓扑空间。

接下来可以引入我们的核心概念了。

定义 3.13: (1)我们把同构于(Spec(A),OSpec(A))的环拓扑空间称为仿仿仿射射射概概概形形形(a�ne scheme)，或

者我们可以直接把素谱视为仿射概形

(2)如果环拓扑空间满足(X,OX)满足，存在X的一个开覆盖{Ui}i使得(Ui,OX |Ui
)均是仿射

概形，则称它是一个概概概形形形(scheme)

(3)如果X是一个概形，则对任意开集U ⊂ X有(U,OX |U )是一个概形，我们把它称为X的
开开开子子子概概概形形形(open subscheme)。
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值得注意的是，概形只是增加了性质的环拓扑空间，因此概形的态射就是环拓扑空间的态

射。我们知道拓扑空间定义嵌入(embedding)，即X ∼= f(X)，它的性质稍微有点强我们可以弱

化成代数几何里经常用到的浸入(immersion)，即每点有一个领域使得f在上面的限制为嵌入，

接着我们迁移到环拓扑空间上只要加上∀x ∈ X, f ♯
x也是一个同构即可。实际上，概形除了开子

概形还能定义闭子概形，而且它与射影概形有密切的关系，所以我们再来定义一个特殊环层空

间。对于域k上的射影空间Pkn，大家应该挺熟悉的，于是对于交换幺环R我们用自由模Rn+1来

替换当时定义的线性空间kn+1，就可以类似地得到PAn，我们简记为Pn
A，我们的目的是在上面

构造出概形的结构来。我们先构造n+1个仿射概形

Ui = Spec(A[Xi,0, ..., Xi,n]/(Xi,i − 1)), i = 0, ..., n

我们令Xi,j在商环中对应的等价类为xi,j，则有Ui = Spec(A[xi,0, ..., xi,i−1, xi,i+1, ..., xi,n])。

接着对一个指标j = 0, ..., n可以得到一系列Ui的开子概形

Ui,j = Spec(A[Xi,0, ..., Xi,n]/(Xi,i − 1))(Xi,j) = Spec(A[xi,0, ..., xi,i−1, xi,i+1, ..., xi,n, x
−1
ij ])

对于上述子概形，需要稍微解说一下，首先(Xi,j)表示由Xi,j生成的素理想，因此这里表示

局部化后的环形成的素谱。后半部分则表明了它的展开形式，其中xij是局部化以后产生的一个

新的等价类，它的作用是充当分母的作用，从而形成特殊的“有理多项式”。对于这种有理多

项式环，接下来我们来定义它们的等价关系，即

ϕi,j : A[xj,0, ..., xj,j−1, xj,j+1, ..., xj,n, x
−1
ji ]→ A[xi,0, ..., xi,i−1, xi,i+1, ..., xi,n, x

−1
ij ], xj,v 7→ xi,vx

−1
i,j

上述变换的描述是变量替换，我们还需要知道xi,i = 1，而并不代表它不存在。对于xij，

虽然从生成上是一个新的变量，但从具体多项式来看可以它可以直接由xi,j来生成。根据诱导

关系，ϕi,j可以作用到Ui,j，进而可以作用到Ui上去，于是在⊔iUi上我们定义等价关系为

ui ∼ uj ⇔ ui ∈ Uj , uj ∈ Uj,i, ϕi,j(ui) = uj

需要注意到，这个等价关系是整体Uj关于局部Uj,i的，但却是定义在整个⊔iUi上的，此时

可以得到

Pn
A = (⊔iUi)/ ∼

这时我们可以轻松地令每个局部的环层为

OPn
A
|Ui

= OUi

这样我们就得到了一个概形，它一定不是仿射概形。实际上如果我们直接定义

An
A = Spec(A[x1, ..., xn])

就可以得到一个仿射概形了，得到层的方式可以直接由素谱导出。
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定义 3.14: (1)设X是一个概形，Z是闭子集，j : Z → X, z 7→ z是连续映射。如果有概形(Z,OZ)和

闭浸入(j, j♯) : (Z,OZ)→ (X,OX)，则称Z是X的闭闭闭子子子概概概形形形(closed subscheme)

(2)我们把同构于Pn
A的闭子概形的概形称为射射射影影影概概概形形形(a�ne scheme)，或者我们可以直接

把Pn
A的闭子概形视为仿射概形

(3)考虑概形具有的万有性，我们有如下定义。如果S是一个概形，我们把概形X和态射π :

X → S构成的整体(X,π)称为一个S-概概概形形形(S-scheme)，其中S称为基基基概概概形形形(base scheme)，π称为

结结结构构构态态态射射射(structural morphism)。特别地，当S = Spec(A)时，也可以称为A-概概概形形形，此时我们

也把X称为A上上上的的的概概概形形形(scheme over A)

(4)对于一个S-概形π : X → S。如果态射σ : S → X满足πσ = 1S，就把σ称为X的一个截截截

影影影(section)。我们把X在S上的所有截影的集合记为X(S)。特别地，对S = Spec(A)也可以记

为X(A)

(5)如果X是域k上的概形，我们把X(k)的元素称为X的k-有有有理理理点点点(k-rational points)。

其中(1)(2)还是处于概形领域的东西，而(3)(4)(5)主要是为了备战我们后面要研究的代数

簇，里面的概念在算术代数几何中也十分常用。

定理 3.8: (1)An
A是A-概形(或A上的概形)，Pn

A及其闭子概形都是A-概形(或A上的概形)

(2)设一概形S和一簇S-概形{Xi}i。选取Xi的开子概形Xij和S-概形的同构fij : Xij
∼→ Xji如

果满足，fii = 1Xi
、fij(Xij ∩Xik) = Xji ∩Xjk、在Xij ∩Xik上fik = fjkfij。那么存在同构意

义下的唯一S-概形X，并且有开浸入gi : Xi → X满足gi = gjfij在Xij上成立且X = ∪iXi

(3)我们记A上的一个分次代数B = A[x0, ..., xn]/I = ⊕i≥0Bi，其中的I是齐次理想。记B的

所有齐次素理想构成的集合为Proj(B) ⊂ Spec(B)，则它同构于Pn
A的一个闭子概形，即它是一

个仿射概形。

值得注意的是(1)并不平凡，我们来看比较简单的An
A，记B = A[x1, ..., xn]，则An

A是一个B-

概形。实际上，我们有一个定理说如果B是一个A-代数那么Spec(B)就是一个A-概形，它可以

交换代数的一个结论得到，即如果存在环同态f : A→ B那么存在态射f∗ : Spec(B)→ Spec(A)，

而且它可以扩展为概形间的态射，其中的(2)是我们构造Pn
A概形的支撑理论，而(3)的情况则是

传统上构造射影簇的方法。接下来我们稍微讲一下，概形的基变换，它的深入还是得放到具体

的簇中。

定义 3.15: (1)设S是概形，X,Y是S-概形，则X和Y的纤纤纤维维维积积积(�bered product)，由一个S-概

形X ×S Y和两个态射p : X ×S Y → X, q : X ×S Y → Y构成，并且满足对任意的S-概形态射f :

Z → X, g : Z → Y存在唯一的S-概形态射(f, g) : Z → X ×S Y使得f = p(f, g), g = q(f, g)成立。

可以证明纤维积存在且唯一并且有结合律之类的性质

(2)设S是概形，X是S-概形。对于S-概形S′，我们把纤维积X ×S S
′和投影映射q : X ×S

S′ → S′称为由S′ → S得到的基基基变变变换换换(base change)

(3)设概形的态射f : X → Y，对一点y ∈ Y，我们记k(y)为OY,y的剩余域。此时把Xy =

X ×Y Spec(k(y))称为f在y处纤纤纤维维维(�ber)。

很多概念其实都是传统代数几何的东西。有关概形，“光滑性”应该是很重要的，但是它

只能定义在代数簇上，所以在这里我们也就不去深究了。
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3.5 概形的除子

接下来，我们来考虑性质足够好的概形，我们首先需要往概形上附上一系列的性质，定义

别怕，就是性质的堆砌罢了。

定义 3.16: (1)对于拓扑空间X我们把它不可约闭子集严格降链的长度上确界称为X的(Krull)维维维

数数数(Krull dimension)，并把概形中拓扑空间成分的Krull维数称为概形的维维维数数数。对于不可约闭子

集Y ⊂ X，我们把包含Y的不可约闭子集严格升链的长度上确界称为Y在X中的余余余维维维数数数(codimension)。

概形的闭子概形的余维数就是其作为不可约闭子集的余维数

(2)如果概形X的仿射覆盖的每个元素Xi满足OX(Xi)是诺特环，则称X是诺诺诺特特特的的的(Noetherian)

(3)如果概形X在每点x ∈ X上OX,x是既约环(即没有非零的幂零元)，则称X是既既既约约约的的的(reduced)。

我们把既约且不可约的概形称为是整整整的的的(integral)

(4)在每点环OX,x的特性可以合理地迁移到概形上。例如在每点有OX,x是正则环，则称概

形X是正正正则则则的的的(normal)。

注意到不可约(irreducible)和既约(reduced)不是一个概念，前者是拓扑空间上的，而后者

是交换代数上的。一般地，“Noetherian+integral”的性质是十分优良的，我们给出一些简单

的性质。

定理 3.9: (1)诺特概形的开、闭子概形都是诺特的

(2)概形X是整的当且仅当，对任意开子集U ⊂ X有OX(U)是整环。

概形上有多种除子(divisor)，比如Cartier除子和Weil除子，它们本质都属于研究中所产生

的工具，但是在这里我们只介绍除子的一些基本内容，而由除子引出的一些重要定理，比如Grothendieck-

Riemann-Roch定理，要放到后面的具体情况才能讨论。

定义 3.17: 设X是整的诺特概形

(1)我们把X的余维数为1的整的子概形称为素素素除除除子子子(prime divisor)。并把X所有素除子生

成的自由Abel群记为Div(X)，把里面的元素称为(Weil)除除除子子子(Weil divisor)。每个除子具有形

式D =
∑
nxx，其中x是素除子，nx是整数，且只有有限个nx不为零

(2)对于拓扑空间X，如果∀y ̸= x, x /∈ {y}则称x是X的基基基因因因点点点(generic point)。对于基

因点x通过{x}可以直接得到概形的一个不可约成分，因此对于整概形X和一个基因点x，我们
记K(X) := OX,x，并把它称为X的函函函数数数域域域(function �eld)，并把里面的元素称为有有有理理理函函函数数数(rational

function)

(3)此时我们假设维数为1的OX,x是正则的，14则K(X)在每个素除子P上具有相应的离散赋

值结构vP : K(X)→ Z∪{∞}。于是对一个非零有理函数f ∈ K(X)，可以定义(f) =
∑

P vP (f)P，

它是一个Weil除子，我们把它称为主主主除除除子子子(principal divisor)。我们把Div(X)关于主除子群的商

群记为Cl(X)

接下来我们只假设X是概形，那么就有更广泛意义上的除子

(1)对于每个开集U ⊂ X，我们把环F(U)的非零因子集记为S则可以进行局部化K(U) =

S−1F(U)，此时我们有一个新的预层KX(U) = K(U)。实际上，当X是整的时有KX = K(X)，

我们使用K∗
X来表示可逆元构成的集合

14交换代数的基本内容，不想赘述了
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(2)我们记Div(X) = H0(X,K∗
X/O∗

X)，并把里面的元素称为Cartier除除除子子子(Cartier divisor)。

并把f ∈ H0(X,K∗
X)在Div(X)里的像记为div(f)，称为主主主Cartier除除除子子子(principal Cartier divi-

sor)。通过差为主Cartier除子可以定义Cartier除子的等价关系，相应得到的商集记为CaCl(X)。

实际上，概形属于一种泛化的抽象对象，以笔者的观点来看，它与层是同流合污的，而我

们所渴望往往是更加实际的东西，比如代数簇。我们可以发现这样一个事实，代数簇可以升级

为概形，但为什么这样的事不会发现在微分流形上，笔者认为理由是简单的，即“流形的抽象

性质堆砌过于繁琐”，实际上概形的抽象堆砌也挺繁琐，但至少有人愿意去做，并且还做得十

分庞大，就是著名的代数几何圣经“EGA、SGA、FGA”了。对于入门的人来说，实际上需要

的只是稍微了解一下这些抽象的概念就行了，这样可以扫清一些术语的阻碍，更多的学习还是

得投入到实际的例子中去比较好。

4 代数:代数簇理论

4.1 代数簇

在传统的代数几何中，我们通常要求一个代数闭域k，但如果从概形的角度来考虑的话，

我们可以去除掉闭域的条件，从而研究稍微广泛一些的对象。有人可能会说对于域k，我们能

否直接考虑An
k或Pn

k的子概形，其实后者确实如此，不过我们还是详细地定义一下吧。

定义 4.1: 设k是域

(1)我们把域k上有限生成代数的素谱，称为k上上上的的的仿仿仿射射射簇簇簇(a�ne variety over k)

(2)我们把Pn
k的闭子概形，称为k上上上的的的射射射影影影簇簇簇(projective variety over k)

(3)一个k-概形X，如果存在一个有限仿射概形开覆盖且每个元素是k上的仿射簇，则称它

是k上上上的的的代代代数数数簇簇簇(algebraic variety over k)。

显然这里的射影簇就是我们传统定义的那样，而k上的有限生成代数实际就是商环k[x1, ..., xn]/I，

所以它也是回归了经典情况，至于代数簇，概形什么的去掉也无所谓，直接看成仿射簇拼接而

成的就行了，就像之前通过仿射概形定义概形一样。至于代数簇作为概形的性质其实不说也

罢，比如它是诺特的，因为很多时候我们都是从簇的相关性质推移到概形上的。接下来，我们

来讨论一些代数簇的基本性状。

定义 4.2: 设k是域，k是它的代数闭包

(1)对于k上的代数簇X可以得到k上的代数簇Xk，具体方法是通过基变换，而经典做法我

也在上一部文章讲过来。此时我们将代数簇的各种要求闭域情况的性质，转化到这个诱导代数

簇上。比如X的光滑性(smooth)，即Xk的正规性(regular)

(2)由于代数簇是局部诺特的，因此对于单点的光滑性或正规性，我只需要看局部环OX,x的

性质。在代数上，光滑性基本等价于没有重根，它的描述方式是使用极大理想，我们设局部

环A = OX,x，它的极大理想为m，只要满足dimk(m/m
2) = dimA，我们就称此处光滑

(3)最后，我们来说明一个等价性的光滑描述，也叫雅可比判别(Jacobian criterion)。令X =

V (I)是An
k的闭子概形，理想I ⊂ k[x1, ..., xn]的生成元是f1, ..., fr，对任意一个k-有理点x ∈ X(k)，
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我们定义矩阵Jx = ( ∂fi
∂xj

(x))i,j则，X在x处光滑当且仅当，rankJx = n− dimOX,x。

到目前为止，我们都只是在通过一些比较经典的内容来将大家从前面抽象的牢笼中带出

来。其实，笔者一直都很难受，主要是同样的概念可以好多种叫法，比如“光滑点”、“正规

点”、“非奇异点”都是一个意思，只是因为它来自的领域不同，结果搞得叫法千奇百怪的。这

里只是一个转折点，到目前，我们必需假设读者充分理解了，代数簇和光滑性的概念，这两点

是我们研究其它各种东西的基础，对于其它的东西我们基本没有什么通用性的理论，只能一点

点的研究探索。

4.2 曲线理论

对于代数簇的研究，一个很好的顺序就是以维数为基础然后来不断提高。首先零维代数

簇，就是一个平凡的点{x}，它不具备任何的研究价值，所以我们的起点至少是一维代数簇。
另外我们注意到之前所使用过的变换手术“X扩充为Xk”，那么我们只需要回到代数闭域k上

研究代数簇X，并研究k-有理点X(k)即可，这样我们可以更多优秀的性质。对于有“非光滑

点”(或称为“奇异点”)的曲线，有专门的奇点理论来进行研究，所以对于一般性的理论我们

只考虑光滑代数簇。实际上，代数簇从概形那里继承的态射和同构，放到传统意义上就是有

理映射和双有理等价，我们可以给出这样一些事实。(1)任意n-1维代数簇双有理等价于Pn
k的一

个超曲面，即k[x0, ..., xn]中齐次多项式确定的零点集。(2)“光滑性”不是双有理不变量，但

对于一维代数簇而言每个双有理等价类中均存在唯一一个光滑代数簇。结合上面的两点，我

们只需要研究P2
k中的一维代数簇即可，我们把它称为曲线(curve)。曲线有一个重要的双有理

不变量“亏格”，不过我们稍微需要一点点铺垫。对于Pn
k中的r维代数簇，其算术亏格的定义

是pa = (−1)r(P (0) − 1)，其中P (x)是代数簇的Hilbert多项式，由于它是存在性的不好给出定

义，但我们考虑需要的情况，即Pn
k中d次超曲面，那么就有公式pa = Cn

d−1，对于曲线可以特

殊化为pa = 1
2
(d − 1)(d − 2)。另外一个是几何亏格，它的标准定义是pg = dimωX(X)，其

中ωX是X上的典型层，它并不是X做为代数簇所带的层，虽然我们不知道它是什么，但是这个

亏格带有“几何”这个词，实际上，它就是拓扑空间上的亏格，我们只要知道它是一个双有理

不变量即可，并且对于高维代数簇，算术亏格和几何亏格不一定相等，不过我们的曲面就与众

不同了。

定理 4.1: 设X是曲线，则有pa(X) = pg(X) = dimkH
1(X,OX)，此时我们把这个值记为g，

并称其为曲线的亏亏亏格格格(genus)。

请读者注意这样一个事实，代数几何中的曲线，一般使用的都是代数闭域C ∼= R2，因此从

我们常规的欧式空间来看，其实应该是一个“曲面”，因此此处曲线的亏格其实和代数拓扑中

曲面的亏格概念实际上是一样的，可以看成“洞”的个数。而著名的Riemann-Roch定理实际

上就具有多重身份，在一维复流形上、在一维代数簇上、在二维实流形上等等。对于曲线X和

其上的除子D，我们记l(D) = dimkH
0(X,OX(D))，于是就有下面定理。

定理 4.2 (Riemann-Roch定理): 设X是亏格为g的曲线，D是X的一个除子，K是X的一个主

除子，则有

l(D)− l(K −D) = degD + 1− g
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我们需要知道，在传统意义上K是具有实际意义的，即曲面上的微分形式的除子，因此也

叫做典型除子(canonical divisor)，不过我们无所谓就是了。上述定理是曲线自身所带有的性

质。研究态射f : X → Y时就会产生另外一个定理了，我们记一个除子Rf =
∑

p∈X(ep − 1)p，

它由态射的分歧构成，就可以得到下面定理。

定理 4.3 (Hurwitz公式): 设f : X → Y是代数簇间的有限可分态射，记n = deg f，则有

2g(X)− 2 = n(2g(Y )− 2) + degRf

读者可能会觉得为什么我们好像突然变成混子了，其实不是这样的，有个Riemann-Roch定

理和Hurwitz公式，我在上一部的内容中，在复流形层面上已经介绍过了，这里只是简单的推

广，所以实在不想反复地去写了，实际上我们有“(Riemann)一维紧复流形是曲线(一维射影

簇)”。实际上，有关曲线还有一些著名的结论，像Faltings定理、Mordell-Weil定理之类的，但

我们不打算陈述它，特别是Faltings定理，主要是它们不像上面两个公式那么本原，“Riemann-

Roch+Hurwitz”在大多数的代数几何教程上都会提及，并且很多结论的证明都依赖于它们，

所以是值得一提的，比如我们接下来要讨论的内容，虽然我不会写证明，但从各类书籍上都

可以发现这两个结论无处不用。

定理 4.4 (嵌入定理): 任意曲线可以嵌入到P3
k中。

请注意，这和之前的双有理等价于P2
k中的超曲面不是一个概念，嵌入定理表示我们可以直

接从P3
k的子概形中找到所有的曲线，而之前的双有理等价只是表明我们可以使用一个三元齐次

方程来确定曲线。在双有理等价之上，我们可以定义一个更细的“双有理同构”，简单来说就

是可逆的唯一性，双有理等价中“A到B”和“B到A”可以没啥关系，但“双有理同构”中要

求“A到B”导致唯一一个逆过来的“B到A”，我们可以近似的把它们理解为拓扑空间中的“同

伦”和“同胚”间的差异。研究曲线，我们一般先通过双有理等价变到P2
k的情况，然后再通过

双有理同构对这些曲线进行细分。等一下我们会举一个著名的例子，椭圆曲线，不过我们先把

曲线给研究完。我们把曲线的二重奇点(即有二重重根的点)称为曲线的结点(node)，那么我们

可以得到下面的定理。

定理 4.5: 任意曲线双有理同构于P2
k中至多以结点为奇点的曲线。

我们可以证明算术亏格是双有理同构的不变量，但不一定是双有理等价的不变量，所以对

于带有r个结点的曲线，它的亏格计算公式应该是g = 1
2
(d − 1)(d − 2) − r，此处加了个奇点

修正项，之前的公式只能计算光滑的情况。接下来我们来讨论著名的椭圆曲线，它指的是亏格

为1的曲线。

定理 4.6: 设X是域k上的椭圆曲线，且k的特征非2，给定一点P0 ∈ X，则存在λ ∈ k使得闭浸
入X → P2

k的像为

y2 = x(x− 1)(x− λ), P0 7→ (0, 1, 0)

此处的λ = 1是可以存在的，也就是说我们的椭圆曲线还存在奇点，而通常所讨论的椭圆

曲线会加上一个判别式的条件来保证它的光滑性。在双有理同构的意义下，椭圆曲线最多所产

生的方程是下面的形式
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E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, ai ∈ k

即Weierstrass方程，有关椭圆曲线我在上一部作品中做过很多介绍了，比如j(E)不变量在

双有理同构的意义下是相等的，我们以后把“双有理同构简称为同构”。此时，椭圆曲线的同

构具有确定的转化式，即允许变换(
x

y

)
=

(
u2 0 r

u2s u3 t

)(
x

y

)
, u ∈ k∗, r, s, t ∈ k

我们注意到，椭圆曲线的点并不是仿射方程上的点，而是要在其基础上加上无穷远点∞ =

(0, 1, 0)，如果你觉得这个点碍事的话，也可以考虑P2
k中的超曲面

x22x0 = x1(x1 − x0)(x1 − λx0), x =
x1
x0
, y =

x2
x0

更多的东西就不讲了，包括群结构之类的，我们在这里更多的是想说明椭圆曲线和代数

簇之间的关系。椭圆曲线的推广是阿贝尔簇，它定义在概形上，即域k上的带有群结构的几何

整的(geometrically integral)完备(proper)概形。里面有两个条件十分陌生，但那只是单纯限制

的迁移，可以证明Abel簇一定是射影概形且群结构是交换的。在这种情况下，我们可以直接

把Pn
k中带有交换群结构的闭子概形，即带有交换群结构的射影簇，视为Abel簇。只能说这只是

概念严谨所导致的繁琐推导，以笔者的观点来看，所谓的Abel簇(Abelian variety)就是“带有

交换群结构的射影簇”。虽然Abel簇的群结构没什么好讲的，但代数闭域k上的Abel簇A的k-有

理点A(k)是一个与数论相关的有趣内容，一个简单的事实是，在群结构上“A(k)是A的子群”，

从概形的角度可以严格证明下面的定理。

定理 4.7 (Mordell-Weil定理): 对于任意整体域k上的Abel簇A，它的k-有理点A(k)是Ak的子群

且是有限生成Abel群。

我们需要注意的一点时，很多时候我们都是在研究代数闭域上的代数簇，所以对于一般

域k上的代数簇X，考虑的都是Xk，这一点我们一直都是作为大前提的，所以阿贝簇上的平凡

的群结构指的是Ak上的群结构。如果从方程的角度来考虑就是，k上的超曲面一定是k上的超

曲面，取点的时候我们也是在后者上进行取点。上述定理的特殊情况是取k = Q且A是椭圆曲
线，由此得到的是Mordell定理，它所讨论的是亏格为1的曲线，所以进一步要考虑的就是亏格

大于1的情况了，它就是下面的定理。

定理 4.8 (Faltings定理): 任意Q上的满足g > 1的曲线C，它的有理点C(Q)是有限集。

这里的前提比较严格，首先由于群结构不一定存在所以结论只能变成有限集，其次对于

有限域的情况是显然的无需讨论的，最后对于扩域情况还在讨论之中。有关曲线就介绍到这

里了，实在没有什么可说的了。其实对于曲线的分类，就亏格较低时有比较好的结果，所以

我们不打算讨论曲面(surface)，即二维代数簇。虽然有关曲面有不少的研究，不过嘛，大多都

不像曲线那么细致，基本都是从代数簇的理论中得到的一些宽泛性质。个人认为并不是那么

的有趣，而且其进一步对应到欧式空间已经是4维的情况了，连3维流形都还没研究透彻就更别

说4维了。曲面上的几何通常就是研究它的除子和除子的相交理论，通过余维数的概念，曲面
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上的除子实际上就是其上曲线，这部分基本都来自概形通用的除子理论，没啥好说的。至于更

高的维数笔者只能说，如果你喜欢抽象的牢笼就在概形中慢慢去讨论吧，它的性质一般是杂而

不美的，我可喜欢不起来。

4.3 杂记

在笔者看来，代数几何一直都是一门比较杂乱的理论，除了概形理论，任何稍微有序一点

的理论基本说几页纸就没有了，更多的时候只有落到具体的代数簇上才能产生丰富的理论。我

们能轻易地窥见“代数几何”实际上是“解析几何”的推广理论，基本的思想都是去研究多项

式零点集产生的代数簇。另一方面，我们“代数几何”与我们下面要讲的“微分几何”间的联

系，只能说有公共部分，但没有完全的包含关系。而在公共部分之中，性质最好的莫过于“紧

黎曼面”，即一维紧复流形了，它具有多重的身份，在微分流形上是二维实流形，在代数几何

上是一维光滑射影簇，同时抱上了“复分析”这个大腿，最后还能嵌入R3空间。至于这个“紧

性”，读者其实没必要过于在意，因为对于非紧的情况基本都可以通过紧化的手段去进行转化，

而加上了“紧性”，对于理论研究来说就相当于多了个优秀的条件，何乐不为呢？

其实笔者讲代数几何，只是想读者理清它与微分几何的关系。我写这篇文章的主要目的，

其实是说明“几何化定理”做铺垫用的，几何化定理针对的是三维微分流形的分类，它与代

数簇其实没啥关系，但是既然要讨论3维流形的分类，自然要讨论1维、2维的情况了，而其中

的2维微分流形与代数簇就有比较大的关系了，所以就莫名其妙地冒出来两大章“层理论”和

“代数簇理论”，并且在代数簇中我们只讨论需要的曲线情况。读者千万不要把我所讲的内容

就认为是代数几何的全部了，代数几何都众多的猜想和理论，比如BSD猜想是关于Abel簇的、

Hodge猜想是关于射影簇的，而考虑k-有理点X(k)问题能引申出与数论相关的“算术代数几何”，

而且代数几何在朗兰兹纲领之中也占有一席之地。
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在很多时候，我们认为代数几何是数学研究的前沿，并不是说它真的十分深入，而是因为

它是一个“多面手”，通过各种性质与数学的各个领域都产生了或多或少的各种联系，而联系

的中心，正是我们的“代数几何”。算了，下面我们该开始进入正题了，即微分流形。

5 分析:微分流形理论

5.1 微分流形

理论上来说，流形就是建立拓扑空间和一个具有分析性质对象联系的过程。由之前的讨论

可以知道，巴拿赫空间就是一个很好的分析对象，它具有一个完备度量并且可以诱导出相应

的拓扑结构。显然局部同胚于一个巴拿赫空间可以作为一个最强流形的定义，但这样附加的对

象过多，于是第一个弱化是局部同胚于同一个巴拿赫空间的开子集。接着，“内积”十分的重

要，像垂直、切性等基本都需要它，巴拿赫空间需进一步弱化为希尔伯特空间。然后我们要

注意到，希尔伯特空间的同构不能单纯的视为线性空间的同构，因为其上定义了一个运算，因

此希尔伯特空间不能单纯的分类成Rn,Cn,Qn
p。由于希尔伯特空间的分类过于复杂，且我们发

现大多非平常的希尔伯特空间都是函数的空间，从便利性的角度，我们可以直接把希尔伯特空

间弱化成Rn,Cn,Qn
p这三种情况，对于复数有相应的同构关系R2n ∼= Cn，即我们将复流形看

成特殊的实流形，限制当然不只是在流形本身上，还包括相应的局部坐标结构上，所以有时

我们会看到实流形和复流形是分开定义的。至于p-进域K = Qp时，确实有这玩意即K-解析流

形(K-analytic manifold)，著名的例子是p-进Lie群，但是K-解析流形是一个局部紧的完全不连

通(totally disconnected)拓扑空间，也就是每个连通分支都是一个点，所以没啥意思。这样我

们最后选定的就是Rn了，可谓是和情又合理。最后，为什么要给拓扑空间加上T2的条件，首先

局部欧式化不能推出T2是毫无疑问的，那么加上无非就是使得性质更加优秀那么简单了，不然

稍微想想的话，我们还不如K-解析流形也一起包括进来算了。在笔者的观点里，不论是Rn的条

件还是T2的条件，都是为了“连续看起来更连续”，如果真的不理解也无所谓，它多给你一个

性质难道不是一件皆大欢喜的事吗？条件太少才是可怕的事。

定义 5.1: 设M是一个T2拓扑空间

(1)如果M上任意一点都存在一个领域同胚于Rn的一个开子集，就称M是一个n维流流流形形形(manifold)。

我们把第二可数的流形称为拓拓拓扑扑扑流流流形形形(topological manifold)

(2)如果M上任意一点都存在一个领域同胚于Rn
+的一个开子集，并且存在一点p0使得它有

一个领域同胚于Rn
+，就称M是一个n维带带带边边边流流流形形形(manifold with boundary)。我们把第二可数

的带边流形称为拓拓拓扑扑扑带带带边边边流流流形形形(topological manifold with boundary)

(3)设M是一个n维流形(或带边流形)。我们把定义中所有同胚构成的集合记为A = {(Ui, φi)}，
其中Ui是开集，φi : Ui → φi(Ui) ⊂ Rn是对应的同胚，我们通常称(Ui, φi)是一个局局局部部部坐坐坐标标标。如

果两个局部坐标系(Ui, φi), (Uj , φj)满足，Ui ∩ Uj = ∅或者φiφ
−1
j , φjφ

−1
i 是C

r函数(即r阶连续可

微)，则称这两个局部坐标系是Cr相相相容容容的

(4)设M是一个n维流形(或带边流形)。如果有一个子集A = {(Ui, φi)} ⊂ A满足

(a){Ui}是M的一个开覆盖
(b)A中的任意两个局部坐标是Cr相容的
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(c)A是极大的。即如果局部坐标(V, ϕ) ∈ A与A的每个元素都Cr相容则属于A
此时我们称(M,A)是一个n维Cr流流流形形形(或带边流形)，A称为M的一个Cr微微微分分分构构构造造造

(5)我们把C∞流形称为微微微分分分流流流形形形(di�erentiable manifold)或者光光光滑滑滑流流流形形形，其相应的微分构

造称为光光光滑滑滑构构构造造造。我们把Cω流形称为解解解析析析流流流形形形(analytic manifold)，其相应的微分构造称为解解解

析析析构构构造造造。

先看(1)(2)的流形定义，它有两个问题。一个是“第二可数”的条件，笔者认为不加是比

较恰当的，因为它是某些定理证明所用到的要求，而没有落在流形自身上，且对于流形的通

论来说没什么用，反而我们只需在相应的定理上作为一个前提会更好，这也是大多数微分流

形书籍的观点。二是“带边问题”，实际上可以直接通过局部同胚于Rn
+的开子集定义所有的流

形，并且通过是否有一个领域同胚于Rn
+来区分是否带边，它到底用处在哪呢？主要还是看在

哪个领域，比如拓扑上一般要考虑边界的问题，就把“紧+不带边”的流形称为闭的(closed)，

而在微分上不带边往往更好研究，此时“闭的”和“紧的”就是一个意思，由于我们只研究

微分流形所以不特别指出“带边”两个字，默认就是不带边的，边界的符号∂M我们直接从拓

扑空间继承过来，而内部我们一般记为IntM = M − ∂M，这样不带边流形相当多了一个条

件M = IntM。对于(4)(5)我们只考虑微分流形(很多性质都要求无限可微)，它是在流形的基础

上加了一个光滑构造，那么两者的“同构”就不是一个概念了，对于流形而言，它只是拓扑空

间加上了性质，因此它的“同构”就是拓扑空间的“同胚”，而对于微分流形它增加了一个光

滑构造，因此必需在“同胚”基础上加上“构造的同构”才能形成微分流形的“同构”，另外

我们在微分流形上说局部坐标指的是其光滑构造上的局部坐标，我们有下面的“同构”概念。

定义 5.2: 设M,N分别是n维和m维的Cr流形，f :M → N是连续映射

(1)对一点p ∈M，如果存在p的一个局部坐标(U, ϕ)和f(p)的一个局部坐标(V, ψ)使得函数ψfϕ−1在ϕ(p) ∈
Rn处是Cr的，则称f在p处是Cr的的的。如果f在每点都是Cr的，则称f是一个Cr映映映射射射，我们把这

些Cr映射构成的全体记为Cr(M,N)

(2)如果m = n，f是同胚，f, f−1都是Cr映射，则称M和N是Cr同同同胚胚胚的

(3)我们把C∞映射称为光光光滑滑滑映映映射射射(smooth map)，把C∞同胚称为微微微分分分同同同胚胚胚(di�eomorphism)。

一个流形上是可以存在互不微分同胚的光滑构造的，所以流形的同胚和微分同胚显然是不

同的概念，甚至有些流形还能不存在微分构造，所以区分流形和微分流形是有必要的，以后

我们专门来研究就有分析性质的微分流形。微分流形的实例到处都是，比如欧氏空间Rn、球

面Sn、射影空间PRn, PCn、环面T r等等，笔者认为我们最需要知道的是流形的复合方式，比

如微分流形的开子集是微分流形、微分流形的笛卡尔积是微分流形，比如环面T r = S1 × ...× S1︸ ︷︷ ︸
r

就

是如此得到的，如果把带边流形考虑进去，微分流形的闭子集是微分流形，所有的流形都可

以看成Rn的子流形，不过它需要一些切空间的东西，我们稍微介绍一下，我们记C∞
x 表示所有

在x ∈M一个领域内U的光滑映射f : U → R构成的全体。

定义 5.3: 设M是一个n维微分流形，x ∈M
(1)如果一个映射v : C∞

x → R满足，∀f, g ∈ C∞
x , v(f + g) = v(f) + v(g)、∀f ∈ C∞

x , k ∈
R, v(kf) = kv(f)、∀f, g ∈ C∞

x , v(fg) = fv(g) + v(f)g，则称v是x处的一个切切切向向向量量量。我们把所
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有在x处的切向量构成的集合记为Tx(M)，可以证明它是R上的一个n维线性空间，我们把它称

为x处的切切切空空空间间间

(2)我们把切空间的对偶空间称为余余余切切切空空空间间间，并记为T ∗
x (M)，并把内部的元素称为余余余切切切向向向

量量量

(3)对于光滑映射f : M → N和一点x0 ∈ M，我们可以得到一个诱导映射f∗x0
: Tx0

(M) →
Tf(x0)(N), v 7→ (g 7→ v(gf))，可以证明它是线性变换，我们把它称为f在x处的切切切映映映射射射

(4)在(3)的前提下，还可以诱导映射f∗
x0

: T ∗
x0
(M) → T ∗

f(x0)
(N)，并把它称为f在x处的余余余切切切

映映映射射射。

我们这里切空间的定义有点抽象，但这主要是为了消除与局部坐标选取无关的特点，并把

切向量具有的求导性质给包含了进去。切空间的另一种看法是，像传统微分几何那样通过光滑

曲线来实现，即下面这种情况

Tx(M) = {dφiγ

dt
(0) : γ ∈ C∞([0, 1],M), γ(0) = x ∈M}, (Ui, φi)

但此处我们还必须证明包含x的所有局部坐标得到的空间是同构的，而且它所具有的求导

性质也需要证明，好处是我们充分利用了实分析的性质，使得切空间可以计算出来，从理论的

角度还是使用我们所给的定义比较好。在这种情况下，我们很容易发现如果选定局部坐标后，

切空间的基就是求偏导运算{ ∂
∂xi
}i，而对于余切空间，它的元素相当于在此处的一个全微分，

即有

df |x =
n∑

i=1

∂f

∂xi
|xdxi

因此余切空间的基就是微元{dxi}，根据之前的理论只要有线性空间和对偶空间，就能形
成任意的(r,s)型张量，我们可以记为T r

s (x)，这就是流形上自带的张量结构，并且是唯一确定

的。显然切空间和切映射的作用是将一点处的研究转移到线性代数中去，这样光滑映射f在一

点处就可以拥有秩rankfx0
的概念了，它等于切映射的像f∗x0

(Tx0
(M))的维数，如果我们在两个

流形上分别选定两组坐标{xi}i和{yj}j的话，秩就可以变为雅可比矩阵的秩了

rankfx0
= rank(

∂yj
∂xi
|x0

)

借助局部坐标和切空间，我们可以给出流形的定向概念和嵌入概念，注意流形的嵌入和拓

扑空间的嵌入是不一样的。

定义 5.4: (1)设(M,A)是n维微分流形。如果存在一个子集A0 = {Ui, φi} ⊂ A满足，{Ui}i是M的
开覆盖，并且当Ui ∪ Uj ̸= ∅时坐标变换φjφ

−1
i : φi(Ui ∪ Uj) → φj(Ui ∪ Uj)的雅可比行列式恒

正，即det(∂yj

∂xi
) > 0，则称M是可可可定定定向向向的的的，并把最大的A0称为M的一个定定定向向向

(2)设Cr映射f : M → N。如果满足在每点p处切映射f∗p : Tp(M) → Tf(p)(N)都是非退

化的，即rankfp = dimM，则称f是一个Cr浸浸浸入入入，并把M称为N的浸浸浸入入入子子子流流流形形形。如果f是单射，

我们就把它称为是单单单一一一的的的

(3)设单一Cr浸入f : M → N。如果f : M → f(M) ⊂ N是Cr同胚，则称f是一个Cr嵌嵌嵌入入入，

并把M称为N的嵌嵌嵌入入入子子子流流流形形形。
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我们可以看到，此处的浸入和嵌入就是拓扑空间在流形上的推广，而其中的嵌入才是我们

最需要的，我们有下面的重要定理。

定理 5.1 (Whitney定理): 设M是一个n维Cr流形

(1)当n ≥ 2时，M可以Cr浸入到R2n−1中；当n ≥ 1时，M可以Cr嵌入到R2n中

(2)任意n维紧微分流形可以，光滑浸入到R2n中以及光滑嵌入到R2n+1中。

我们需要注意(2)并不是说微分流形有多么特殊，它和(1)实际上是一样的，只是因为一些

低维(n=0,1)情况会让指标产生异常才这么写的，在(1)中给的情况是最好的了，因为可以找到

某些流形n维流形不能嵌入到R2n−1的情况。这样我们终于完成了前面的断言，即只需要考虑Rn的

子流形即可。

5.2 纤维丛

有人可能觉得我们是不是跳得有些快了，竟然直接就开始搞纤维丛了。不不不，我们的目

的是希望读者能充分理解“切向量场和切丛的关系”，并进一步考虑“向量丛”，和更进一步的

“纤维丛”。在微分几何中，我们就稍微说明过，向量丛实际上就是直线包络的推广，而纤维丛

则是曲线包络的推广，而各种场则是包络的一个截面。我们还是先来看一个实际的例子吧，即

切丛和切向量场。由于我们以后经常会用到实分析的内容，所以对于局部坐标(U,φ)通常可以

写为(U, xi)，即我们直接把对应过程φ给跳过了，相当于直接在流形上建立坐标系一样的感觉，

主要是用起来比较方便。

定义 5.5: 设M是一个n维微分流形

(1)可以证明T (M) = ∪x∈MTx(M)是一个2n维微分流形。我们把它称为M的切切切向向向量量量丛丛丛或者

简称为切切切丛丛丛

(2)如果映射v :M → T (M)满足v(x) ∈ Tx(M)，就把v称为M上的一个切切切向向向量量量场场场

(3)对于一个切向量场v。如果在一点x0 ∈M处存在一个局部坐标(U, xi)使得v在基{ ∂
∂xi
}i下

的分解v|U =
∑

i vi
∂

∂xi
所得函数vi是Cr的，则称v在x0处是Cr的的的。如果v在整个M上是Cr的，则

称v是M的一个Cr切切切向向向量量量场场场

(4)我们把C∞切向量场称为光光光滑滑滑切切切向向向量量量场场场，并把它们的全体记为C∞(M,TM)。

光滑的定义稍微有点复杂，还是得转移到实分析中，实际上我们可以从流形的角度考虑光

滑，而这也为以后我们定义向量丛提供了理论基础。

定理 5.2: 设M是微分流形

(1)v是M上的光滑切向量场当且仅当，v : M → T (M)是光滑映射且πv = 1M为恒等映射。

其中的π : T (M)→M,Tx(M) 7→ x是自然的投影映射

(2)C∞(M,TM)，不仅是R上的线性空间，还是一个C∞(M,R)-模。

借助这些简单的思想，和之前我们对切空间之间转化的研究，就可以轻松地引入向量丛的

概念了。

定义 5.6: 设E是n+k维微分流形，M是n维微分流形，V = Rk是k维线性空间。如果存在光滑

满映射π : E →M使得
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(1)有一组M的开覆盖{Ui}，和对应的微分同胚ϕi : Ui × V → π−1(Ui)满足，∀p ∈ Ui, y ∈
V, πϕi(p, y) = p

(2)固定一点p ∈ Ui时记ϕi,p(y) = ϕi(p, y)，则ϕi,p : V → π−1(p)是同胚。并且当Ui ∩ Uj ̸=
∅时∀p ∈ Ui ∩ Uj , ϕ

−1
j,pϕi,p ∈ GL(V )

(3)我们记gji(p) = ϕ−1
j,pϕi,p。如果Ui ∩ Uj ̸= ∅则gji : Ui ∩ Uj → GL(V )是光滑映射

则称E是M的一个秩为k的向向向量量量丛丛丛。其中M称为底底底空空空间间间，π称为投投投影影影，V称为纤纤纤维维维型型型，π−1(p)称

为点p处的纤纤纤维维维，gji称为转转转移移移函函函数数数。

显然一个向量丛的构造是比较复杂的，但是我们拆解来看就比较简单了。n维微分流形M上

的切丛T (M)就是秩为n的向量丛，它的纤维型是Rn，而它的转移函数实际就是局部坐标变换φjφ
−1
i 的

雅可比矩阵Jji ∈ GL(Rn)。如果我们将纤维型从线性空间替换为一般的流形就可以得到纤维丛

了，只不过这个流形必需要带上一个“类似的自同构变换”即作用在流形上的Lie群。

定义 5.7: (1)设M是n维微分流形，G是r维Lie群，如果光滑映射G ×M → M, (g, x) 7→ gx满

足，∀x ∈M, ex = x、∀x ∈M, g, h ∈ G, g(hx) = (gh)x，则称G是作作作用用用在在在M上上上的的的Lie群群群

(2)设E是n+k维微分流形，M是n维微分流形，F是k维微分流形且带有一个作用在其上的Lie群G。

如果存在光滑满映射π : E →M使得

(a)有一组M的开覆盖{Ui}，和对应的微分同胚ϕi : Ui × F → π−1(Ui)满足，∀p ∈ Ui, y ∈
F, πϕi(p, y) = p

(b)固定一点p ∈ Ui时记ϕi,p(y) = ϕi(p, y)，则ϕi,p : F → π−1(p)是光滑同胚。并且当Ui ∩
Uj ̸= ∅时∀p ∈ Ui ∩ Uj , ϕ

−1
j,pϕi,p ∈ G

(c)我们记gji(p) = ϕ−1
j,pϕi,p。如果Ui ∩ Uj ̸= ∅则gji : Ui ∩ Uj → G是光滑映射

则称E是M的一个秩为k的纤纤纤维维维丛丛丛。其中M称为底底底空空空间间间，π称为投投投影影影，F称为纤纤纤维维维型型型，G称

为结结结构构构群群群，π−1(p)称为点p处的纤纤纤维维维，gji称为转转转移移移函函函数数数，ϕi称为局局局部部部平平平凡凡凡化化化映映映射射射。

显然向量丛是特殊的纤维丛，它的纤维型是V = Rk，而结构群是GL(V )，其它就都一样

了，对于纤维丛每一部分都是需要的，所以一般记成一个整体(E,M,F, π,G)，最后推广光滑

切向量场就是一个简单的事了。

定义 5.8: 对于纤维丛(E,M,F, π,G)，如果光滑映射v :M → E满足πv = 1M，就把v称为E的

一个截截截面面面。

从上面的定义不难发现，光滑切向量场就是切丛的一个截面。显然在纤维丛的定义中，F还

得配一个G实在太碍眼了，我们把F = G的纤维丛称为G-主丛，并记为(E,M, π,G)。虽然纤维

丛的重心在E上，但我们讨论的重点一般落在底空间M上，我们想要知道一般的纤维丛是否可

以通过某种变换得到主丛，我们有下面的核心定理。

定理 5.3: 对两个纤维丛(E,M,F, π,G), (E,M,F , π,G)，如果它们有对应的局部平凡化映射和

相同的转移函数，就称它们是相相相配配配的的的。于是有，任意一个纤维丛(E,M,F, π,G)都于一个G-主

丛相配。

纤维丛理论是一个比较复杂的理论，其实从它定义的繁琐程度就可以知道，所以我们还是

回到之前所研究的切丛吧，它还有一些有趣的东西等着我们，在这里我们引入纤维丛，只是
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相帮读者理清一下切丛所在的地位。我们简记TF (M) = C∞(M,TM), C∞(M) = C∞(M,R)，
则TF (M)是一个C∞(M)-模，因此我们可以将v ∈ TF (M)视为一个映射v : C∞(M)→ C∞(M)，

则它可以从切向量那里继承相应的性质。

定理 5.4: 对任意的v ∈ TF (M)有，∀f, g ∈ C∞(M), v(f+g) = v(f)+v(g)、∀f ∈ C∞(M), k ∈
R, v(kf) = kv(f)、∀f, g ∈ C∞(M), v(fg) = fv(g) + v(f)g。

对这些东西我们可以简单地来理解，切向量相当于“一点求导”、而切向量场相当于“求

导”，前者得到的是一个值，而后者得到的是一个函数，当然这些都必需在具体坐标和具体函

数下才能看到。在这些内容的基础上，我们还可以发现TF (M)具有Lie代数的结构，即下面的

定理。

定理 5.5: 对任意X,Y ∈ TF (M)，定义Poisson括括括号号号为[X,Y ] = XY − Y X : C∞(M) →
C∞(M)则有

分分分配配配律律律:[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y,Z], [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ]

反反反交交交换换换律律律:[X,Y ] = −[Y,X]

雅雅雅可可可比比比恒恒恒等等等式式式:[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

其中X,Y, Z ∈ TF (M), a, b ∈ R。

最后可能需要讨论的应该是Hopf定理了，不过很多东西我们在微分几何中已经讲过了，这

里只是把它推广到一般的微分流形上罢了，切向量场v的奇点指的是v(p) = 0的p。而在一点

处的指标indpv，非奇点可以记indpv = 0，而奇点处就是我们之前所讨论的绕圈积分indpv =

I(v, p)，欧拉示性数χ直接使用拓扑空间的定义即可，于是就有下面的定理。

定理 5.6 (Hopf定理): 设M是n维紧微分流形，v是M上的仅有孤立奇点的连续切向量场，则

有
∑
p∈M

indpv = χ(M)。

除了切向量场，流形上的光滑张量场也是很重要的，由于之前我们定义过纤维丛，因此我

们可以轻松地通过它来定义张量场。对一个微分流形M，我们记T p
q (M) = ∪x∈MT

p
q (x)，并把

它称为M的张量丛，可以验证它就是一个纤维丛，此时我们把T p
q (M)的任意一个截面称为一个

光滑(p,q)型张量场。有关张量代数我们在之前已经讲过了，此处我们带上一个“场”就相当

于为流形上的每一点配上一个张量，而“光滑”意味着张量在曲面上是光滑变换的。如果选定

一个局部坐标(U, xi)，那么任意一个光滑(p,q)型张量场τ有分解式

τ |U = τ
i1...ip
j1...jq

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dxjq , τ

i1...ip
j1...jq

∈ C∞(U)

显然切向量场，就是一个(1,0)型张量场，沿用之前的内容，我们把光滑(0,1)型张量场称为

一次微分式，并把所有一次微分形式构成的全体记为A1(M)。我们把所有光滑(p,q)型张量场的

全体记为TF p
q (M)，此时⊕p,q≥0TF

p
q (M)构成一个C∞(M)-模，因此我们有下面的等式

TF 0
0 (M) = C∞(M), TF 1

0 (M) = TF (M), TF 0
1 (M) = A1(M)

显然一个流形上的张量场是很多的，如果有一个光滑张量场是“对称、正定”的，那么这

个张量场可以为微分流形引入度量性质，这就是黎曼几何所研究的基础内容，也是回到我们传
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统所研究的微分几何的开始。

定义 5.9: 我们把微分流形M上的一个对称、正定的光滑(0,2)型(也叫2阶协变)张量场称为M上

的一个黎黎黎曼曼曼构构构造造造。在M上选定一个黎曼构造g后，我们把(M, g)称为一个黎黎黎曼曼曼流流流形形形，并把g称

为M的度度度量量量张张张量量量。

显然对于黎曼流形有两个基本问题，一是流形上是否一定有黎曼构造，而是同一流形上的

黎曼构造是否有某种等价。对于问题一，只要加一个前提即可。

定理 5.7: 满足第二可数公理的微分流形上一定存在一个黎曼构造。

对于第二个问题，张量场的等价不怎么好定义，但是我们可以回想以前微分几何所学的内

容，我们可以在R2上通过选定不同的度量，从而形成三种平面几何，放到流形上来说就是，在

流形R2上，至少有三种不同的黎曼构造，并且生成了不同的几何学。由于黎曼几何所研究的黎

曼流形贴近我们的微分几何，所以后面我们会在讨论一番，至于纤维丛就先到此为止了。

5.3 积分

由之前我们的讨论可知切向量场(1阶逆变张量)，相当于研究流形上的“微分理论”，那么

对偶地，就应该有流形上的“积分理论”，而它的起点正是一次微分式(1阶协变张量)。通过张

量理论，我们可以把流形上的“微积分理论”放到一个框架下来研究，可谓是妙不可言啊。

定义 5.10: 设M是n维微分流形。我们把M上的一个光滑反对称r阶逆变张量场称为一个r次次次外外外

微微微分分分形形形式式式，并把它们的全体记为Ar(M)。注意到1次外微分形式就是一次微分式，此时可以规

定A0(M) = C∞(M)。

为了表示外微分形式所具有的特殊地位，我们一般把张量积⊗记为外积∧，此时一个r次外

微分形式τ ∈ Ar(M)在一组基(U, xi)下的表达变为

τ |U =
1

r!
τi1...irdxi1 ∧ ... ∧ dxir

注意到前面多了一个系数，实际上就是由于反对称性合并后的结果，读者可以自己去验

证。而外代数A(M) = ⊗n
r=0A

r(M)，外积∧ : Ar(M)× As(M)→ Ar+s(M), (f, g) 7→ f ∧ g之类
的都是线性代数讲过的东西，就没啥好讲的了。外微分形式具有一定的判断作用，比如下面的

定理。

定理 5.8: 如果M是一个满足第二可数公理的n维微分流形，则M是可定向的当且仅当，M上

存在一个处处不为零的n次外微分形式。

有了上面的基础内容以后，我们需要给出的当然是外微分映射d : Ar(M) → Ar+1(M)了。

通常它可以在一个局部坐标(U, xi)下计算出来，在微分几何中我们实际操作过一次，就是下面

这样。

df =
∑
i

1

r!

∂fi1...ir
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxir , f ∈ Ar(M)
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上面并没有把外积的性质运用后来进行化简，只是进行了添项的操作，显然还需考虑“局

部坐标选取无关、唯一性”之类的东西，所以我们还是把它变成一个存在性的定理比较好。

定理 5.9: 设M是n维微分流形，则存在唯一的映射d : A(M)→ A(M)满足

(1)d(Ar(M)) ⊂ Ar+1(M)

(2)d(f + g) = df + dg

(3)∀f ∈ Ar(M),d(f ∧ g) = df ∧ g + (−1)rf ∧ dg
(4)∀f ∈ A0(M), df是f的全微分

(5)d(df) = 0。

通过上述的性质，我们似乎发现了一个C∞(M)-模上的一个向上的复形，即{Ar(M),d}，
根据同调代数的基本理论，我们可以得到下列一系列的东西

Zr(M) = kerd = {f ∈ Ar(M) : df = 0}

Br(M) = d(Ar−1(M)) = {f ∈ Ar(M) : ∃g ∈ Ar−1(M), dg = f}

Hr(M) = Zr(M)/Br(M)

为了习惯流形中的叫法，我们把Zr(M)中的元素叫做r次闭微分形式，把Br(M)中的元素

叫做r次恰当微分形式，并把Hr(M)叫做第r个deRham上同调群。我们知道流形作为一个拓

扑空间，它上面是自带奇异上同调群Hr(M,R)的，而两种同调群地联系就是下面的著名定理

了。

定理 5.10 (deRham定理): 如果M是紧微分流形，则有Hr(M) ∼= Hr(M,R)。同构的左边是deRham上

同调群，而右边是实系数的奇异上同调群。

显然，deRham上同调群的一个重要意义在于，它给出了紧微分流形上奇异上同调群的计

算方法，即通过微分形式和外代数来实现。到此，我们对微分形式有了一个较为深刻的理解，

于是终于可以来探究积分理论了，它其实就是微分形式的积分。只不过微分形式必需得加上一

个限制，即具备紧支撑集来保证积分确实可行，其实就是奇点要满足的限制。

定义 5.11: 设M是满足第二可数公理的可定向n维微分流形

(1)对任意ω ∈ Ar(M)，我们把Suppω = {p ∈M : ω(p) ̸= 0}称为ω的支支支撑撑撑集集集。我们把所有
局部紧支撑集的微分形式记为Ar

0(M)

(2)对于一个光滑映射f :M → N，我们可以在局部坐标(U, xi)上定义相应的诱导映射为

f∗ : Ar(N)→ Ar(M), φ|U 7→ (φ(v1, ..., vr) 7→ φ(f∗v1, ..., f∗vr))

其中f∗是f诱导的切映射，此处我们讲微分形式看成一个切空间上的多重线性函数。对于

自然嵌入i : ∂M →M，可以得到自然的i∗，我们通常直接把i∗ω视为相应的ω

(3)对于一个局部坐标(U,φi, xi)和其上的微分形式(化简后的)ω = adx1∧...∧dxm ∈ Am
0 (M), a ∈

C∞(U)，我们规定它的积积积分分分是通常的m重实积分∫
U

ω =

∫
φ(U)

(aφ−1)dx1...dxm
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接着可以找M的一个开覆盖(Ui, φi, x
j
i )i,j和一个微分形式ω ∈ Am

0 (M)。由第二可数公理的

条件，可以得到单位分解的性质通过ω =
∑

i hiω,
∑

i hi = 1实现转化，于是我们可以把M的积积积

分分分视为每个部分的和 ∫
M

ω =
∑
i

∫
φi(Ui)

((hiai)φ
−1)dx1...dxm

对于其它的区间，只要变成子流形的情况就可以了。

实际上，我们只要一个开集上的积分就足够了，后面一些麻烦的东西都无所谓了，只为为

了说明大区域的积分和流形粘合之间的关系，“与坐标无关”也需要证明，以后我们懒得指出

这一点了，请读者自行去体会吧，对于流形上的一个开集D ⊂ M和一个微分形式ω = adx1 ∧
... ∧ dxm ∈ Am

0 (M)，我们只需要找一个局部坐标(U,φ, xi)满足D ⊂ U，如果没有的话，我们可
以借助积分的线性性质，拆成几个符合条件的开集即可，这样积分的计算就是实积分的计算了∫

D

ω =

∫
φ(D)

(aφ−1)dx1...dxm

这其实就是定义的前半部分，总之我们只要知道计算的方法就行了，而形式化的各种东西

看看就好，积分最重要的当然是下面的定理了。

定理 5.11 (Stokes定理): 设M是满足第二可数公理的可定向n维带边微分流形且ω ∈ Am−1
0 (M)则

有 ∫
M

dω =

∫
∂M

ω

虽然它是在整个流形上的但实际上，借助之前子流形的情况，我们只需要搞出一个带边区

域就是一样的结果了。Stokes定理其实告诉我们，积分不断“下降”的性质，即高次的积分可

以化为底次的积分来计算，到最底层就变成了Newton-Leibniz公式，从而变成线性代数中的加

减乘除。我们还可以发现，这里定义的积分实际上是，传统多元微积分中的，曲线积分、曲面

积分等等，而其中的多重积分只是一种计算手段，不被包括其中。这也说明了Rn上的分析学算

是流形研究的基础了。之前的张量场可以给出黎曼构造，实际上微分形式可以给出辛构造。

定义 5.12: 我们把微分流形M上的一个非退化的2次闭微分形式称为M上的一个辛辛辛结结结构构构。在M上

选定一个辛结构ω后，我们把(M,ω)称为一个辛辛辛流流流形形形。

所谓的辛几何就是研究辛流形的几何，不过这玩意我们视而不见就行了，它与我们的主线

基本每啥关系。至此，我们算是把流形和流形上的微积分给介绍得差不多了。有关基础性理

论，我们最后再讲一个与实际联系紧密的黎曼几何，实际上流形相关的课题很多，像研究奇点

和指标的Morse理论，研究上同调群的Hodge理论，研究纤维丛的示性类理论，但笔者认为它

们不属于框架内的东西，不应该放到简介中去，简介的目的是为了让读者对整个理论体系有个

大概的把握，使得读者对一些基础性的术语不会过于陌生，这样我们才能更加深入的去认识各

种具体的理论。

5.4 黎曼几何

在微分流形的通论中，除了黎曼流形，应该还有一个值得探究的东西，Lie群，即带有群结

构并且群运算光滑的微分流形。但是典型的Lie群，都是像GLn(R)之类的东西，读者想要看到
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“几何”的感觉还是很困难的，再者我在上一部文章中稍微探究了一下，Lie群和Lie代数，所以

再讲也没啥意思了，因此我们最后就只讲讲黎曼流形。我们稍微回忆一下，黎曼流形(M, g)的

基本内容，接下来我们整节中都假设局部坐标是(U,φ, xi)，并且只要不说明各种定义和性质均

与“局部坐标选取无关”，在这里我们使用上指标只是为了能方便地进行爱因斯坦求和，并没

有什么其它的意思，此时流形的切空间和余切空间的基分别是{ ∂
∂xi }i和{dxi}i，由于g是2阶协

变张量，因此有分解g|U = gijdx
idxj。另外读者要注意，黎曼流形使用的是对称张量场，因此

我们把张量积⊗直接省略掉，这样与乘法的交换律就有类似的感受了，即dxidxj = dxjdxi。在

另一个角度上，我们可以将g看成切空间上的双重线性函数，即g : T (M) × T (M) → R，此时
度量张量相当于一个基的变换，即有

gij = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

另外我们把指标上升的情况，简单定义成gij = (gji)
−1，然后就是著名的Christo�el符号了

Γk
ij =

1

2
gkl(

∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

),Γkij = gklΓ
l
ij

这玩意在微分几何的时候就已经见过了，这里只是迁移到流形上，也没啥难的，借助我们

就可以给出切向量场“导数”的概念了。

定义 5.13: 设(M, g)是n维黎曼流形

(1)对任一光滑切向量场v ∈ TF (M)，设它的局部分解是v|U = vi
∂

∂xi , vi ∈ C∞(U)，我们定

义

Dv|U = (
∂vi
∂xk

+ vjΓ
i
jk)dx

k ⊗ ∂

∂xi

则Dv是一个光滑(1,1)型张量场，我们把它称为v的协协协变变变微微微分分分

(2)对任一切向量X ∈ Tp(M)，设它的局部分解是X = Xi
∂

∂xi , Xi ∈ R，承接(1)的内容，我

们定义

DXv = Xi(
∂vi
∂xk

+ vjΓ
i
jk)

∂

∂xi

则DXv是一个光滑切向量场，我们把它称为v在p处沿X的协协协变变变导导导数数数。

请读者在阅读相关张量符号时，要时刻谨记爱因斯坦求和，比如在协变微分的定义中，前

半部分要先对k求和，后半部分还要对i求和，其实如果引入简化符号就会变得更清晰，即

Dvi = dvi + vjΓ
i
jkdx

k, Dv|U = Dvi ⊗
∂

∂xi

其中的dvi =
∑

k
∂vi

∂xk dx
k是全微分，我们的定义是合并以后的结果。而协变导数可以看成

通常方向导数的具象化，它有大量简单的性质。

定理 5.12: 设(M, g)是n维黎曼流形，则∀X,Y, Z ∈ TF (M), f ∈ C∞(M), k ∈ R有
(1)DX(Y + Z) = DXY +DXZ,DX(kY ) = kDXY

(2)DX(fY ) = X(f)Y + fDXY

(3)DX+Y Z = DXZ +DY Z

(4)DfXY = fDXY

(5)X(g(Y,Z)) = g(DXY,Z) + g(Y,DXZ)
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(6)DXY −DYX = [X,Y ]。

可以看到协变导数基本将流形上的各种运算给联系了起来，简单来说协变导数的上下两个

指标似乎具有类似的地位，即我们可以看到D : TF (M)× TF (M)→ TF (M), (Y,X) 7→ DXY，

如果将这种性质泛化的话就是流形上“联络”的概念了。

定义 5.14: 设M是一个微分流形，如果存在一个映射D : TF (M)×TF (M)→ TF (M), (Y,X) 7→
DXY满足

(1)DX(Y + Z) = DXY +DXZ,DX(kY ) = kDXY

(2)DX(fY ) = X(f)Y + fDXY

(3)DX+Y Z = DXZ +DY Z

(4)DfXY = fDXY

就把D称为M上的一个联联联络络络。

显然黎曼流形的度量可以自然地得到一个联络，也就是说一个联络比一个黎曼构造弱一

些，有些东西可以在联络上定义，我们就选择在联络上定义，这样黎曼流形就可以自然地得

到这些定义了。

定义 5.15: 设D是微分流形M的一个联络

(1)对任意的X,Y ∈ TF (M)定义符号T (X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ]，则它给出映射T :

TF (M)× TF (M)→ TF (M)，即它是一个光滑(1,2)型张量场，我们把它称为(M,D)的挠挠挠率率率张张张

量量量场场场

(2)如果D的挠率张量场恒为零，我们就称D是无无无挠挠挠的的的

(3)我们来定义联络对张量的作用，D : TF r
s (M)×TF (M)→ TF r

s (M), (τ,X) 7→ DXτ，具

体做法是先将τ ∈ TF r
s (M)视为一个(r+s)重线性映射τ : A1(M)× ...×A1(M)︸ ︷︷ ︸

r

×TF (M)× ...× TF (M)︸ ︷︷ ︸
s

→

C∞(M)，然后按照下面的方式计算

T : τ(f1, ..., fr, Y1, ..., Ys) 7→ X(τ)−
r∑

i=1

τ(..., DXfi, ...)−
s∑

i=1

τ(..., DXYi, ...)

(4)如果(M, g)是黎曼流形且满足Dg = 0，则称D与g是相相相容容容的的的。

黎曼流形上虽然可能存在多种联络，但是如果我们将“相容”视为联络的等价的话，并

且发现g诱导的联络是无挠的，那么黎曼流形上的联络就会变得确定起来，即有下面的核心定

理。

定理 5.13: 黎曼流形(M, g)上，存在唯一一个与g相容的无挠联络D。此时我们把D称为M的

黎黎黎曼曼曼联联联络络络或者Levi-Civita联联联络络络。

这个唯一的联络就是之前所给的协变微分算子，这样我们的黎曼流形就可以看成一个整

体(M, g,D)了。有了上面的符号铺垫，我们差不多可以来定义流形上的一些特征量了，比如

曲率之类的。

定义 5.16: 设(M, g,D)是黎曼流形
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(1)对任意的X,Y, Z ∈ TF (M)定义符号R(X,Y, Z) = DXDY Z − DYDXZ − D[X,Y ]Z，则

它给出映射T : TF (M)× TF (M)× TF (M)→ TF (M)，即它是一个光滑(1,3)型张量场，我们

把它称为M的曲曲曲率率率张张张量量量场场场

(2)对任意的X,Y, Z,W ∈ TF (M)定义符号R(X,Y, Z,W ) = g(R(Z,W,X), Y )，则它给出

映射T : TF (M)×TF (M)×TF (M)×TF (M)→ C∞(M)，即它是一个光滑(0,4)型张量场，我

们把它称为M的黎黎黎曼曼曼曲曲曲率率率张张张量量量场场场。

很显然上面两个张量场是有一定关系的，一般在局部坐标下很容易发现这些性质，设曲率

张量的分解为

R = Rl
kijdx

k ⊗ ∂

∂xl
⊗ dxi ⊗ dxj , Rl

kij =
∂Γl

kj

∂xi
− ∂Γl

ki

∂xj
+ Γh

kjΓ
l
hi − Γh

kiΓ
l
hj

至于黎曼曲率张量的分量值可知直接计算得到

Rklij = R(
∂

∂xk
,
∂

∂xl
,
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

随便地算算就可以发现度量张量给出了指标升降性质

Rklij = glhR
h
kij , R

l
kij = glhRkhij

这些性质和微分几何中的基本都是一样的，只不过在流形上，我们把它变成了与坐标无关

的场的性质。

定理 5.14: (1)R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = −R(X,Y,W,Z)
(2)R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )

(3)R(X,Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 0。

有了上面的一些基本内容和符号，我们来试着把活动标架给定义出来，在这里我们叫做标

架场，它指的是一个切向量场集合{ei} ⊂ TF (M)，并且满足下面性质

Dejei = Γk
ijek

这时，我们假设{ei}在对偶空间的对应元素集为{ωi} ⊂ TF ∗(M)，并记ωk
i = Γk

ijω
j，此时

我们可以得到

Dei = ωk
i ek

于是我们可以把ωk
i称为一个联络形式。有关联络形式我们可以轻松地将其与挠率和曲率联

系起来。

定理 5.15: 设D是微分流形M的一个联络，{ei}是一个标架场。沿用上面符号
(1)记Ωi = dwi − ωj ∧ ωi

j，T
i
jk是挠率张量场T在{ei}下的分量，则有

Ωi =
1

2
T i
jkω

j ∧ ωk

此时我们把Ωi称为{ei}下的挠挠挠率率率形形形式式式，显然有T |U = ei ⊗ Ωi
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(2)D是无挠的当且仅当，dwi = ωj ∧ ωi
j

(3)设M是黎曼流形。记Ωi
j = dwi

j −ωk
j ∧ωi

k，R
i
jkl是黎曼曲率张量场R在{ei}下的分量，则

有

Ωi
j =

1

2
Ri

jklω
k ∧ ωl

此时我们把Ωi
j称为{ei}下的曲曲曲率率率形形形式式式，显然有R|U = ωi ⊗ ei ⊗ Ωi

j。

到目前其实我们已经差不多把黎曼流形的基本内容给摸透了，黎曼流形是进行曲面上微积

分的优秀舞台，像定义微分算子、解微分方程、研究相对论等等都是在黎曼流形上进行，由于

满足第二可数公理的流形一定有一个黎曼构造，所以在很多书籍中对流形前提进行假设的时候

都是“T2可分+第二可数”。有关算子是一个比较有趣的课题，我们来稍微介绍一下从而作为

本章的终结。我们来回忆一下张量的缩并运算为

Cr
s : V p

q → V p−1
q−1 , f 7→ ((f1, ..., fp−1, x1, ..., xq−1) 7→

∑
i

f(..., f r−1, δi, ..., xs−1, δi, ...))

简单来说就是消去相应位置的基后再进行求和，这时对任意的光滑切向量场X ∈ TF (M)，

我们把

div : TF (X)→ C∞(M), X 7→ C1
1 (DX)

称为黎曼流形上的散度算子。对偶地，我们把

▽ : C∞(M)→ TF (X), f 7→ gij
∂f

∂xi
∂

∂xj

称为黎曼流形上的梯度算子。这时我们可以来一个拉回操作，即

∆̃ : C∞(M)→ C∞(M), f 7→ div(▽f)

并把它称为黎曼流形上的Beltrami-Laplace算子。无聊的时候随便导两下就有

H : C∞(M)→ TF 0
2 (M), f 7→ D(df)

并把它称为黎曼流形上的Hessian算子。算子之类的东西，显然就是张量丛之间的各种有

用的转化，大多时候它们都是拿来证明各种定理，或者解微分方程的，它的基础性理论应该是

实变函数中的算子理论，我们在这里列举一下是希望读者能熟悉它们，因为在我们的主线证明

中各种算子都是很常见的。最后我们再介绍一个微分形式中常用的霍奇星算子，首先我们要引

入广义Kronecker记号

δ
i1...iq
j1...jq

=


1 i1, ..., iq互不相同,且j1, ..., jq是i1, ..., iq的偶置换

−1 i1, ..., iq互不相同,且j1, ..., jq是i1, ..., iq的奇置换

0 其它

对一个微分形式ω = 1
r!
ωi1...irdx

i1 ∧ ... ∧ dxir ∈ Ar(M)我们定义升指标运算为
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ωj1...jr = ωi1...irg
i1j1 ...girjr

接着我们再记G = det(gij)，于是可以定义

∗ : Ar(M)→ An−r(M), ω 7→
√
G

(n− r)!r!
δ1...ni1...in

ωi1...irdxir+1 ∧ ... ∧ dxin

并把它称为n维黎曼流形上的Hodge星算子。通过这个算子我们可以得到更多的算子，我

们把

δ : Ar(M)→ Ar−1(M),= (−1)nr+n+1 ∗ d∗

称为n维黎曼流形上的余微分算子。我们继续把

∆ : Ar(M)→ Ar(M),= dδ + δd

称为n维黎曼流形上的Hodge-Laplace算子。这个算子才是我们在常规微积分里面的Laplace算

子，于是我们可以自然地把满足∆ω = 0的微分形式ω称为调和形式。此时，我们可以得到一个

著名的定理，它与霍奇猜想和霍奇理论有着密切的关系。

定理 5.16 (Hodge定理): 设M是n维可定向的紧黎曼流形，则deRham上同调群Hr(M)是有限

维线性空间，且存在唯一的一个r次调和形式作为商群的代表元。

实际上如果将算子一般化为椭圆算子，并在其上定义“指标”的概念，就可以得到著名的

“Atiyah-Singer指标定理”，即“可定向的紧黎曼流形上的线性椭圆微分算子，其解析指标等于

拓扑指标”。当然了，不带上“黎曼”两个字，直接说微分流形也可以，因为大多数的微分流

形都默认了第二可数公理。好了，也没啥更多可以说的东西了，我们的“代数分析几何简介”

就到此为止吧。
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